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ケンドールの順序相関係数の母集団模型を構成し， 相関係数の分散の公式を証明する．次いで，
母集団模型の分布の性質を導く．最後に， この分布の性質を用いて， ケンドールの母集団は， 対象

個数の増加に伴い， 正規母集団と異なるものに近づくことを示す．

　

２

　　

ケンドールの母集団模型

　

×，Ｙを順序構造を持つ集合とする． ＸＸＹからの標本として，（尤もｙＪＪ＝１，２，……，刃

　

を考え

る．メキブのとき， 劣－キ尤ブ，“キッブとする．Ｚキブのとき，｛（尤ら％），（尤ゴ，ｙブ）｝に対して，尤ご＜尤ゴ，“＜

ｙブ又は，尤ご＞尤ブ，“＞“のとき， １を対応させ， ％ざ＜尤み“＞γブ又は， 尤ご＞尤み％ ＜“のとき， 一１

を対応させる．この対応で， Ｐを１をとる場合の数， Ｑを－１をとる場合の数とする．総数は，～Ｃ２
＝Ｔとなるので， Ｐ十Ｑ＝Ｔとなる．Ｐ－Ｑ＝Ｓとおくと， Ｓの分散Ｖ（Ｓ）は，

ｙ（ｓ）＝
～（Ｎ－１）（２Ｎ＋５）

　　　　　　　　

１８

で与えられることは， 周知のことである．

（１０１）
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こ）で， Ｎ個の標本を固定し， ズを入れかえることにより， ＮＩ個の標本の組を作る．この標本

の組に対して， Ｓの分布が定まる．Ｎ＝２のとき， Ｓの値と， その値をとる度数′との関係は，

Ｎ＝３のときは，

Ｎ＝４のときは，

となる．

～＝２から， Ｎ＝３への分布の移行は，
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１

として， 得られる．一般に， Ｎ
‐－１から， Ｎへの分布の移行については， ～－１の分布を， 右へＺ

個平行移動したものを， Ｚ＝０から， Ｚ＝Ｎ－１まで作り， 各列の和をとったものが， 刃のときの

分布となっている．

Ｎのとき， Ｓのとり得る値は，

Ｍチー） に

で， Ｋ＝０，２，４，……，Ｎ（Ｎ－１）である。 従っ．て， Ｓは，

　　　　　　　

－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

・

　

Ｍ誉
－１）＋・一～

２
ず十
２

個の値をとる． Ｎ－１のときのＳの値を， 尤．，尤２，……，尤ｍで， 各尤ごをとる度数を′ごで示し， のと

きのＳの値を， ｙ，，ｙ２，…，ｙれで， 各ｙｆをとる度数を足 で示す． “２，“は，

（１０２）



ケンドールの順序相関係数について

　　

人ｒ２－３一～＋４

　　　

入ｒ２－～＋２
粥＝

　　　

２

　　　

，”＝

　　　

２

である． 凡ての刃について， 得られた分布の平均は， ０となるから， Ｎ
‐のときのＳの分散Ｖ～（Ｓ）

は，

ｙ～（ｓ）－★ ； 塀

である．Ｎ－１から， Ｎへの分布の移行過程より，

となる。 ここで，αた＝（Ｎ－１）－２た，々 ＝０，１，２……，Ｎ－１である． Ｖ～－，（Ｓ）で， Ｎ－１のときのＳの分

散を表わすと，

寿！（挙 ルー“‐ ん（ｓ）＋（ルー“． ゑ）

となる。

ゑ宰；｛～－（２た＋１）｝２

＝子（２を十ＩＦ－Ｎ３

４Ｍ
誉
２－１）＋～１３

寸 Ｎ（坪－１）

となるから，

鞠（ｓ）－ｖ一（ｓ）＋ ～２－・）

となる。帰納法を用いて， この関係式より， ケンドールの分散の公式が証明される．

３

　　

ケンドール母集団の分布の性質

～のときのＳの値を，尤ぎで示す。Ｚ＝１，２，…，７２で，

　　　

Ｎ２－Ｎ＋２
れ＝

　　　

２

となる，ｘｚをとる度数を，／～（Ｚ）で示す．

（１０３）
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濁 ん（Ｚ）＝～！

となる．為に， 確率ｆ～（Ｚ）／Ｎ！を与え，Ｚ＝１，２，…，れとしたときの全体を， ゲンドール母集団と呼ぶ

ことにする．ブ≦Ｎなる自然数ブに対して，

ｌ ｆ～－．（Ｚ）＝ｆ～（ブ）

となり， ブを固定すると，ｆ～（ブ）は， Ｎについてのブー１次の階差数列となる．

鳥一
（～－２ふ（～■３）

とおく， 々≦た。 なる自然数々に対して，

たｏ＋た
ー ／～－，（Ｚ）＝ｆ～（左。十虎）ごー，ｌ

となる． 又，

ｆ～（省）＝ヱ～（”－〆＋．）

となる．

．

　

Ｎ２－Ｎ＋４
Ｚｏ＝

　　　

４

とおく． が整数のとき， ん偽）は最大値となり，ズｏが整数でないとき，′～”。－１／２）＝ん偽十１／２）

が最大値となる． 左が，最大値を２点でとると，ｆ～－２は，最大値を１点でのみとり，ん が，最大値

を Ｌ点でのみとるならば， ん‐２は， 最大値を２点でとる． いづれにしても， ｆ～－２の最大値をとるＺ

の小さい方をとって，［ば］～－ で示し， 又， んの最大値をとるＺの大きい方をとって， 回～で示すと
例～一 国～－２＝刃－１となる． ん－２（［Ｚ］～－）－ん－２（同～－２－１）＜ん－ ね）となる．Ｚ．は， ん－３のぼるこつ

いての定義域の中点より，（Ｎ－２）たずれたＺの値を示す．これが， 意味を持つためには， Ｎ≧７を

充たさねばならない．ん 仏）＞ん－３仏）より， ん－（［Ｚ」 ）＜ん－２（［Ｚ」－２－１）十ん－２６．）となる．
従って，

もノーの＞ルール
◎＋器物メル（の るノー”）≧ｇ￥デー

となる． 一方，

　　　　　　　　　　

［ご］～－２十（～－１）
ん（［ズムド

，忍－

　

ん－・の

より，

　

ん（［Ｚ」）＜（Ｎ－１）！－（～－２）！

＝（Ｎ－２）！．（Ｎ－２）

（１０４）
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となる． この不等式は， Ｎ
‐≧７のとき成立する．

他方， 逆向きの不等式の評価式としては，

（Ｗサ ギ‐１）十２），★＜ 半

， Ｎ≧５のとき， 成立するから，

　

ん（［ズ」）・刃＞～！・｛（～－２）だ｝－１

なり，

ん（［ば］～）＞２（Ｎ－１）．（Ｎ－３）！

， 得られる．

次に， 分布の増分について考える， Ｎ－１から， 刃への分布の構成方法より，

　　　　

　
′～（Ｚ）＝ｘ ｆ～－．”，“

書ける． ここで， Ｚ≧ブで，

　

ｆ～－，”，ブ）＝ん－．（メーブ十１）

なる．ズ＜［〆」のとき，

４ｆ～（の＝ｆＭＺ）－′～（省一１）

＝童ぴ凋 ”，ブ）｛ん－，偽 “）＝ん－，”，１）．ん－，（ｚ－１，～）＜（～ ）！，（～－３）

なる． 上のＺの範囲で，Ｚ＝ヒムー，のとき， ４ん（ば）は最大値をとる． このことの証明をする． 先

， 困～＞〆≧［Ｚムー．では，

　

ｆ～－ＩＱ，１）＞ｆ～－．（省十１，１）

′～－．（Ｚ－１，刃）＜ｆ～－，（もＮ）

なるので， この範囲のＺでは， ４ん（［ば］～－．）≧４た（Ｚ）となる． 次に， 別～－，＞Ｚ≧［メムー では，

　

ｆルー（Ｚ十１，１）－′～－．（Ｚ，．）＝ｆ～４６十１，１）一ｆ～－２（Ｚ，～－１）＝ｆ～‐２（Ｚ＋１）－ｆ～ＪＱ＋１－（～－１））

なる． ん－２の，Ｚ＋１－（Ｎ－１）に於ける値は，２［メムー．－２［Ｚ」－２＝Ｎ－１を考慮に入れると，

Ｅムー２十［Ｚ］～Ｊ－（省十．）十２（［ｑ～－－Ｂ］～－）＝２［省］～→－（Ｚ十．）

於ける値と等しい．更に， 上式は， Ｚの条件より，

＞２［ばムー，一 例～－，＝［Ｚムー，

なるから，

′～ー２６＋．）－ｆ～‐２（Ｚ十・一（～－．））＞０，

（１０５）
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となり， 従って，

　　

ｆ～－．（Ｚ＋１，１）－ｆ～－．（Ｚ，１）＞０

となる． 他方，

　　

ｆ～－，（Ｚ，刃）－ｆ～－．（Ｚ－１，刃）＝ｆ～－２６十Ｎ－１，１）－ｆ～－２６＋Ｎ－２，Ｎ－１）

　　

；ｆ～一２（Ｚ＋～－．）－ｆ～－２（のく。

となる． 以上の結果より，［Ｚ］～－．＞〆≧［Ｚ」－２を充たすズでも， ４ん（Ｚ）は，［ば］～－，でとる値を超えな

い， 残りの，［ば」－以下の ”こ対しては， ん－の値が， 単調に増加するので， 』／～（ズ）も単調に増加

する． 従って， ４ん（のは，Ｚ＝［ば］～－，と，Ｚ＝Ｎ！－園～－，十１で最大値をとる． 尚，４ん（ＰＬ－，）の

下からの評価式として，

　

』ん（［ば］～－１）＝ん（Ｂ］～－１）－ん（困ルー－１）＝ｆルー（Ｅムー１）－ｆ～－，（閉ルー－～），

ここで， 前に得られた評価式

　

ん－．（［２］～－．）＞２（坪－２）．（刃－４）！

と，

　　　　　　　
とより，

　

４ん（［ば］Ｍ Ｄ
（～－４）ド ー１）

が， 得られる．

今まで， Ｓの値為に対して，ｆ～（尤ｆ）として表現すべき所を， Ｚの函数と考えて，ｆ～（Ｚ）として取

り扱って来た． んの定義域は，１／２．Ｓを変数として取ると， Ｎ…０（ｍｏｄ．４）， 又は，Ｎ…１（ｍｏｄ．４）の

ときは，

［～（ １） Ｍ誉－１）］

の区間内の整数となり， ～…２（ｍｏｄ．４）， 又は， Ｎ…３（ｍｏｄ．４）のときは，

［～（チー）＋・，一
～（チー）－・］

の区間内の整数となる．

（１０６）
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４

　

Ｎ一ｍのときのケンドール母集団

Ｓ′＝αＮαＳとおく．α，αは定数とする。 このとき， Ｓ
′の分散ｙ（Ｓ′）は，

Ｖ（Ｓ′）＝α２Ｎ２αｖ（ｓ）＝
α２Ｎ２αＮ（Ｎ－・）（２～＋５）

　　　　　　　　　　　　　　　　　

１８

となる． 従って，α
２＝９，α＝－３／２とおくと， Ｎ一ｍのとき， Ｖ（ｇ）一１となる． 第３節の結果より，

分布の傾きが最大値をとる点は， Ｎの１次式で表現されるから， 上の変換により， 傾きの最大値を

示す点は， Ｎ
‐一ｍとすると， 原点に近づく，

の尤に対して，

　

の～（癖Ｎ÷＝
△起立

　　　　　　　　　　

　　　

とする。の～（０）について，

２（～ゞ ．）・（～－３）！
．～暑く銑（０）＜

（～－２）！‐（～－２）
．～昔

　　　

入ｒ！

　　　　　　　　　　　　　　　　

～！

となる． 従って， の～（０）は， 刃一仰のとき， 高 ，々 刃の１／２ 乗程度で， 十ｍに近づくか， 又は，
定値に近づくと見倣せる．

　

の～の傾きの最大値は， 第３節の結果より，

（Ｎ－１）．（～－４）！
．～３

　　　

２・人ｒ！

以上の値を持ち，

（刃－３）．（Ｎ－３）！
．～３

　　　

人ｒ！

以下の値を取る．

　

の～の原点での値が， 刃について有界であることが示されていない． 原点以外の他の点で，

　

のＮ

の値がＮについて非有界であるならば， 或る区間で，リ～は刃について非有界となるが，これは， 任

意の刃に対して， の～の作り方より，

であることに反する． 従って， 原点を含む任意の開区間を除けば，の～は一様収束する． この極限函
数を＠とおく。 のは定義域を原点まで拡張出来るので， 定義域は，（－の，十ｍ）となる．

　

任意のＮに
ついて， の～の分散が１であることより， のの分散も１となることが示される．のの原点での， 右側及び

（１０７）
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左側微分係数も，の～のそれらに対するものの極限として定義出来るので，上に得られた評価式より

この２つの微分係数の絶対値は， 等しくて，１／２以上である． 更に

　

の～の原点に関しての対称性と，

　

の～の増分の最大値を取る点が原点に収束することと，の～の増分の最大値を取る点までのの～の増

分の単調性より，のの微分係数は， 原点を除き単調に増加し，原点での片側微分係数の絶対値が， ｍ

を含めて， 最大値となる． このことから，のは， 原点で尖点を持つ分布函数となる．

（１０８）


