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登１． 緒

　　　

豊

水晶振動子等の振動体の振動モードを数値的に解析する場合， いかなる手法を用いるにせよ， 固

有値問題に帰着する， 現状の大型計算機のサブルーチンとして手軽に利用できる固有値マトリック

スはせいぜい１０２元程度であり，特殊なプログラムを工夫しても， 高々（２～３）×１０
３元程度のプ

ログラムが限度である，ＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子の厚味たりモードを立体的（３次元）に解析する場合

は少くとも１０４のオーダーの元が必要となる．理論上計算機のメモリーを無制限に利用でき，大型計

算機を長時間に渡って， 独占使用することが可能であれば， ３次元の解析も可能となるが， 現実の

問題として不可能である．

（１２７）
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第５報で報告した有限要素法による解析の結果をみても元の数を制限内に納めるために， 節点の

取り方に相当の制約力功ロえられ，ｐｌａｎｏｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子の厚味たりモ
」ドの解析は行え

たが１０’２６’２７），屈曲モード等の他の振動成分が含まれているような振動
１’３）の解析に対しては誤差が大

きくなる．

　

一方， 発想を改めて， 理論的な解析が可能な限り， 解析的な取扱いを行い， 最終の段階で有限要

素法による数値的な手法によって固有値（共振周波数を与える），固有関数（振動のモードを与える）

を計算すれば元の節約になるであろう， このことは汎用サブルーチンの固有マトリックスの制限範

囲内で計算処理を行っても， 直接的に有限要素法で解いた場合よりも， 精度が高くなる．

　

本研究では振動体の資料として，ＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子を用いて解析を加えた，即ち，ｐ
ｉａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ

ＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子を無限障壁ポテンシヤル井戸を有する振動体とみなせば振動に対する微分方

程式はＳｃｈｒｂｄｉｎｇｅｒの方程式となる６’”’２１）．

　

Ｗｉｉｓｏｎはこの式を放物面ポテンシヤル井戸を有する振動体として近似的な解析解を得たが，大胆

な近似であるために解の精度はあまり高くない５）．他方，得られたＳｃｈｒｂｄｉｎｇｅｒの方程式を近似的な

処理を行うことなく，物理的意味を考慮しつつ，有限要素法を用いて解く手法が本解析方法である．
この方法によって（１）水晶振動子の共振周波数，（２）厚味ヒリ振動の変位分布，（３）厚味たり振動に伴う

勢断応力の分布，（４）蒸着電極が振動子に与える影響等について計算を行い， 実
験値との比較・検討

を加えた．

　

その結果， 高い精度で解析することができた．

登

　

２． 弾強体中での波動

　

弾性体内部に波動が生じ各点が直角座標（尤，，物，為）ｏｒ（尤，“ｚ）の各軸方向に（仏，坊，儀）な

る変位を示したものと仮定すると， 変位は場所（座標）の関数として示される． ここで取扱う範囲

はＨｏｏｋｅの法則が成立する線形な場合に限る，弾性体内部に変形が生ずれば，変形に対応する内部

応力が生ずる． 弾性体内部にＦｉｇ．１で示すような微小６面体をとれば， その各側面に垂直な
応力

（ ，７１，７１）と平行に働く応力（れ，７１，７１）とが生ずる．

　

弾性体が振動をともなっている場合，変位（仏，坊，仏）は場所の関数であると共に時間の関数と

の関係ともなるので， 各座標軸（ェ，，尤２，尤３） 方向の加速度は

ａ２ロ．

　

ａ２び２

　

６２ワ２

　

１

　　　

２

　

胆

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（１）

　　　　　　

ｒａ云２

　

’

　

ａ云２

　

’ β云２

示され，Ｆｉｇ．１の微小６面体に対して， 力はつり合いの状態にあるので運動方程式をたてれば

　　　　　　　　　　　　　　　　　

β２び．

　　　　

　　　　　　　　 　　　　　　　　

　　　　

　　　

　　　　

　　　 　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

　　　

　　　　

β ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　

６２Ｕ３

　　　　

越三一 錯 寿ぎ３一勺だ

　　　　

　　　

となる． ただしｐは密度である． Ｅ
ｉｎｓｔｅｉｎの表記法を用いると

と示され，

（１２８）
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な（危２）

；店砲ー）

　　

記（較３）

“議 臨一日

ＸＩ

ＦＮｇ．Ｉ

　

Ｎｏｔａｔｉｏｎｏｆｎｏｍａｌｓｔｒｅｓｓｅｓａｎｄｓｈｅａｒ

ｓｔｒｅｓｓｅｓ

　　

ｒｅｆｅｒｒｅｄ

　　

ｔｏ

　

・ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ．

ｐ仏‐ 諸 ば，ね，２，３ （３）

と示される． 振動の変位が小さい場合， 即ち， 線形な変形の場合， ひずみテンソルは

　

ｓ，一（警ｒ十箸） もた コ ２，３

　　　　　　　　

（４）

となり， 一方， 応力テンソルＴ，“とひずみテンソルＳｚたは４次の弾性定数をテンソル （ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

ｃｏｎｓｔａｎｔ）ｃぎ晒たで結合され

ｒ‘加＝ｃ乙蹴た ｓぎた （５）

となる．上式の添字に対して短縮記号の約束を適用すれば１１→１，２２ ２，３３←テ３，２３ｏｒ３２→４，
１３ｏｒ３１÷→５， １２ｏｒ２ト→６となるから１２

　　　　　　

一ー

　　　　　

、

５

　

餐

云

箕
た

７÷．

　　

ｃｌＩ

　

Ｃ．２

　

ｃ１３

　

ｃ１４

　

Ｃ１５

　

Ｃ・６

７÷２

　　　

ｃ２１ｃ２２

　

Ｃ２３

　

Ｃ２４

　

Ｃ２５Ｃ２６

７３

　　　

ｃ３１ Ｃ３２

　

ｃ３３

　

Ｃ３４

　

Ｃ３５Ｃ３６

７÷４

　　　

ｃ４１ｃ４２

　

ｃ４３

　

Ｃ４４

　

Ｃ４５ Ｃ４６

７５

　　　

ｃ５１ｃ５２

　

Ｃ５３

　

ｃ５４

　

Ｃ５５ Ｃ５６

７÷６

　　　

ｃ６１ｃ６２

　

Ｃ６３

　

Ｃ６４

　

Ｃ６５ Ｃ６６

（６）
　　　　　　　　　　　
６び，／β為十βＵ３／ａ尤，

ａ坊／β尤１十βひ１／伽

となり，（６）式を（２）に代入すると基本式は

　　　

ｐリＦＣ一が仏β尤 尤た）〆，々 ＝１，２，３

　

れｓ＝１，２，…，５，６

　

２左＝γ

　　　　　　　　　

（７）

（１２９）
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Ｃ

　　

Ｃ

　　

Ｃ

　　

Ｃ

お

　

となる１）． 水晶のｓｔｉｆｆｎｅｓｓｍａｔｒｉｘは

ＣＩＩ

　　

Ｃ．２

　

Ｃ１３

　　

ｃ１４

　

０

　　　　

０

ＣＩ２ ＣＩＩ

　

Ｃ．３

　

一Ｃ１４

　　

０

　　　　　

０

Ｃ１３

　　

ＣＩ１ｃ３３

　　　

０

　　

０

　

′

　　　

０

Ｃ１４

　

一ｃ１４

　

０

　　

Ｃ４４

　

０

　　　　

０

０

　　　

０

　　

０

　　　

０

　

ｃ４４ α４

０

　　

０

　

０

　　

０

　

ｃ１４ ÷（ｃｌ．－ｃ１

（８）

と示され２４）， この式を（７） 式に代入すると， 水晶に対する波動方程式が得られる． 一方， 平面波

が座標軸（尤．，尤２，ｘ３）と方向余弦（α，，α２，α３）をなす任意の方向に伝播すると仮定し， この時， 波

動に関する式が誘導し易いように新しい座標系（ェ．′， ず，尤３
′）をとり，波面の法線が尤丁軸と一致す

るようにとれば，波動は角周波数ので振動しながら尤／方向に速度りで伝播する．この時，変位の大

きさは時間と空間の関数

（９）ワ＝αｅｘｐ〔勉（云－ギ／〃）＋が〕

となる．６は位相定数である． ところが回転の場合の座標変換公式に従えば

　　　

糠 ＝尤１α１＋尤２α２＋尤３α３

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（１０）

となるから， これを（９）式に代入して

　　　

び；αｅｘｐ［ブの｛Ｚｆ（α，尤，十α“２十α３尤３）／〃｝＋ブ６］

　　　　　　　　　　　　　　　

（．・）

　　　　

；αｅｘｐじ２汀｛しｚ－（α，尤．十の尤２十ぬ尤３）／ぇ｝＋が］

　　　　

＝αｅｘｐ［（だ打／ ｛〆‐（の ．十α”２十α３３）＋が］

　　　　

；Ａｅｘｐ［（ブ２汀以）｛メー（α．尤，十α２尤２十α３尤３）｝］

と変形される．但しし，入はそれぞれ結晶中の波動の振動数， 波長である．
上式の第３式から第４式

への変形には複素振幅Ａ＝αｅｘｐ（ｉ８）を用いている． 又， 第２式は波動ベクトル

１たｉ＝１／え

た

　

＝左，ｅ，十 ２々ｅ２十 ３々ｅ３

　

＝α，／えｅ．十α パｅ 十ぬなｅ３

（１２）

を導入することによって，

（１３）Ｕ＝Ａ ｅｘｐじ２ｍ メー元・ｒ）］

と書ける，但し（１２），（１３）式でｅは単位ベクトルで，ｒは位置
ベクトルであって，次の関係がある．

ｒ＝尤ｌｅ・十尤２ｅ２＋尤３ｅ３

γ ｒドα，工，十α２尤２十α３尤３

（１４）

（１３）式を（７）式に代入して整理すれば

（１３０）
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６２ひ２
　　　　

　

６２Ｕ３
　　　　

となる． ｒｖは

ｒｌｌ

　

ｒ１２

　

ｒ１３ 期扉
嵐が
凶が

方２．

　

刀２２

　

だ２３

だ３，

　

だ３２

　

だ３３

（１５）

ハ．ニメ ｃｌｌ＋”署ｃ６６十α孝ｃ５５十２α２

　

α３ｃ５６十２α３α・Ｃ５・十２α・α２ｃ・６

だ２２ニメ ｃ６６十ｄ ｃ２２十婿 ｃ４４十２α２

　

α３ｃ２４十２α３α，ｃ４６十２α・α２ｃ２６

刀３３＝〆 ｃ５５十ｄ ｃ４４十姓 ｃ３３十２α２

　

α３ｃ３４十２α３α，ｃ３５十２α・α２ｃ４５

ｒも３；ｒも２ニメ ｃ５６十瞬 ｃ２４十α吾ｃ３４十α２α３（Ｃ２３十ｃ４４）

十α３α１（ｃ４５十ｃ３６）十α１α２（ｃ４６十ｃ２５）

召３＝鳥，＝〆 ｃ，５十婿 ｃ４６十好 ｃ３５十α３（ｃ４５十Ｑ６）

十α３α１（ｃ３１十ｃ５５）十α１α２（Ｃ５６十Ｃ１４）

万２＝ｒを．ニメ ｃ１６＋ｄ ｃ２６十婿 ｃ４５十α２α３（ｃ４６十ｃ２５）

十α３のに５６十Ｇ４）十α１α２（Ｃ１２十ｃ６６）

となる．基準位置からの変位を ひとみれば， 各座標軸方向の成分を（１）式で定義したように（仏，
坊，倭）とすれば

　　

Ｕ＝αＵ，十βワ２十γひ３

　　　　　　　

（１７）

とおくことができる．但しα，β，γは方向余弦を示

す，

　

ＣｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌはＦｉｇ．２に示すような結晶モデル

における共振周波数は

　

ｆに芳 信

　　　　

◎

で示され， 厚味ｙ方向に波面をもつ定在波は３通

り存在し， 各々に対する弾性係数々は次の永年方
程式（ｓｅｃｕｌａｒｅｑｕａｔｉｏｎ）を満足する解として与え
られることを示した２０）．

αハ，十βハ２十γ君３＝αｑ

　　

α召２十β乃２十γ鳥３－βｑ

　　　　　

（１９）

　　

αハ３十β乃３十γ鳥３＝γｑ

（１９）の３つの解は全て実数になり

Ｐ：ｄｅｎｓｉｔｙ

Ｘｓ

ｆ＝＊ 係

　　

ｑ：蜘邸一ｔ
ｍ：ｏｖｅ１ｔｏｎｅｏｚｄｅｒ

ＦＩｇ．２

　

Ｃａｒｔｅｓｉａｎ

　

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

　

ｆｏｒ

　

ｔｈｅ

　　　　　　

ａｎａｌｙｓｉｓ

　

ｏｆ

　

ａ

　

ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ

　

ｒｅｓｏｎａｔｏｒ，

　　　　　　

ｘ２‐ａｘｉｓｉｓｎｏｒｍａｌｔｏＰ口ｎｃＩＰａｌｓｕｒｆａｃｅｓ

　　　　　　

ｏｆｔｈｅｒｅｓｏｎａｔｏｒ，

（１６）

（１３１）



山

　

形

　

積

　

治

ｒ，．－ｑ

　　　

ｒ．２ ｒ，３

ｒ，２

　　　　

だ２２－ｑ 刀２３ （２０）＝Ｏ

ｒ．３

　　　　

だ２３

　　　

だ３３－ｑ

を解けば求められる．今，ＡＴ－ｃｕｔ板も含めて板面が尤，軸（電気軸）に平行な水晶振動子について

検討を加えると，板面の法線は常に％．軸に垂直であるから法線への方向余弦α・，α２，α３の中でα・は

常に０になる．（１６）式に（８）式の定数の関係を考慮して

た → 〆（鉱一㈲ 冴ｃ４４十２αぬｃ１４
Ｚ１２２＝ 霧ｃ，．十 婿ｃ４４十２α２α３ｃ，４

（２１）だ３３＝α化４４十α化３３

珪２＝乃３＝一瞬ｃ”＋α２α３（ｃ，３十ｃ４４）

．３＝だ３，＝ｒ．２＝打２．＝０

となり， 方程式は

ｒ，．－ｑ

　　　

ｏ

　　　　　　

ｏ

ハ．－ｑ）｛事ｉ子声 ｝－ｏ

　　　

（２２）０

　　　

だ２２－ｑ

　　　　

打２３

０

　　　　

だ３２

　　　　

だ３３－ｑ

となり， 三次方程式の１つの根は

　

如 噸，一瞬に，，一鍍一 如 ＋２αぬｃ，

　　　　　　　　　　

（２３）

と示され， 他の２根は

　　

（鳥２－ｑ）（鳥３－ｑ）－鳥も＝０

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（２４）

なる二次方程式の根となり， ２根とも実数で

　　

（乃２十島３）十ノ（乃２十島３）
２＋４鳥を

ｑ（２）；

　　　　　　　　　

２

　　

（昆２十島３）－ノ（鳥２十島３）
２＋４薦ゑ

ｑ（３）＝

　　　　　　　　　　

２

（２５）

となる．今，秋．），飲め，頃３）に対する変位の方向余弦を（１７）式により（α（．），β（．），貧り
），（α｛２｝，β（２），箕２〉），

（α（３〉，β（３），質３）） とすれば， まず， ｑ（．）＝ｒ，．なる （２３） 式を用いて，（１９） 式に代入し

α（．）召，十β（，）０ 十γ（，｝０ ＝α（，）ハ，

α（，）０ 十β（，）鳥２十γ（，）鳥３＝β（，）君，

α（１）０ 十β（，）琵３十γ（，）た３＝γ（，｝ハ，

（２６）

（１３２）



ＡＴ－ｃｕｔ振動子の新解法

となる． ここでα（．）
２十β（．）
２十％．）
２＝１を用いて上式を整理すればα（．）＝１，β（．）＝％．）＝０であることが

知られる． 又，会２），象３）に同様な考察を加えて破２｝＝０，α（３）＝０．となる結果を得る． 従って， 上記３

条件による変位を 仏．），仏２），仏３）とすれば（１７），（１３）式より

び｛・）＝ ぴ・＝Ａ，ｅｘｐ 逆メレ（．）Ｚ一元．・ｒ．）

仏２）＝ひ２β（２）十Ｕ３γ（２）

＝Ａ２ｅｘＰブ２打（し（２）Ｚ‐た２‐ｒ２） （２７）
Ｕ（３）＝Ｕ２β（３）十Ｕ３γ（３）

＝Ａ３ｅｘＰブ２打（し（３）Ｚ一元３‐ｒ３）

となり， 各々に対する固有周波数は（１８）式により

（２７）

となる，但し上式でｙは定在波が乗る一端面からもう一方のこれに平行な端面間の路離である．ｍは

倍振動の次数である．さて，（２７）式で示される３種類の弾性波の内でいずれのものが圧電的に実現

し得るかを調べてみる．

　

この場合，振動子の板面は ，軸に平行であるから，振動子を平行電極間に置いて電界を加えた時，
板に働く電界には為方向の成分が存在せず，為軸方向の電界成分Ｅ２とｘ３軸方向の電界成分Ｅ３の

みが存在する．しかし，水晶は－軸性の結晶であるから，結晶の性質上，Ｅ３によっては全くひずみ

を生ぜしめることはできないから，Ｅ２のみが水晶振動子の励振に有効な成分となる．水晶結晶の圧

電的特性はＣｕｒｉ兄弟によって調べられて

Ｓ．＝仏，Ｅ，，

　　

Ｓ２＝ －〆，．Ｅ．，

　

Ｓ４＝ｄ，４Ｅ，

ｓ５ニ ーメ．４Ｅ２，

　

ｓ６＝ －２グ，．Ｅ２，
（２８）

となっている． 従って， Ｅ２によって与えられるひずみは（２８）式の第２行目の成分のみとなる．故

にひずみは

ｓＦ畿÷＋語，ＳＦ餅十３髭１ （２９）

の２種類に限られる．（２７）式からも明らかなように共振周波数を決定するのは板の厚味ｙ（ｘ２軸方

向）なので電気軸方向ｘ，には無関係となる． 従ってＥ２によって発生可能なひずみ（２９）式の各項

の中でａワ．／み２のみが実現する．これは（２２）式の方程式の第１番目の根頃．）， 即ち，（２３）式を弾
性定数として振動するもので， 変位 仏 は×，軸方向で振動し， 定在波はｘ２軸方向に乗る横波とな

り， 厚味ヒリ振動 （ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｓｈｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅ）となる． その共振周波数は（２７）式に（２３）

式を代人して

（１３３）
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形

　

積

　

治

Ｘ３

γ

　　

ｘき

′
′

　

　

　　

　

，′
′

Ｘ２

ＸＩ

五￥ｇ．３

　

ＡＴ－ｃｕｔ

　

ｑｕａｒｔｚ

　

ＣｒｙｓｔａＩ

　

Ｐ１ａｔｅ

　

ｃｏｏｒｄｉ‐

ｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ （尤１
′
，尤２
′
，えを
′）ｒｅｆｅｒｒｅｄｔｏ

ＣｒｙｓｔａｌｌｏｇｒａｐｈｉｃａｘｅｓｏｆｑｕａｒｔｚＣｒｙｓ‐
ｔａｌ．

ルニれ／２γ在ｒ１｛１／２‐ｄ（ｃ．・‐ｃ・２）十αた４４

十２α２α３ｃ，４｝
１／２

（３０）
＝（れ／２ｙ）（１／ノｉＥ了）・｛１／２・（Ｃ，．－ｃ・２）ｓｉｎ２β

十α ｃｏｓ２６十ご，４ｓｉｎ２６｝
１′２

となる．但しβは水晶板の法線尤２
′と尤３軸との作る角 で，この様子をＡＴ－ｃｕｔ板についてＦｉｇ．３に

示す．

　

通常，切出し角は実用的に水晶結晶の光軸尤３と板面とが作る角（Ｆｉｇ．３で尤３
′で表示）γニターガ／２

で示す．

登

　

３． Ｐ１ａｎｏ‐ＣｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ水晶板の解析への方向

　

前節で論議した結論は無限平板近似できるような条件下での振動子についてであって， 現実の水

晶振動子は必ずしも前述の条件に一致しない↓ＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子に対する振動解析には方形板の

ように境界が明確な形状のものに対してはＭｉｎｄｌｉｎｌ）， 古賀
２）らの解析的な方法が有名である． 又，

Ｍａｎｄｌｉｎは円板状の振動子の解析も行っている３）． 円板状のＡＴ－ｃｕｔ水晶ｔ震動一子の変位分布は福与

らによって研究されて， 探針法による実測値と解析解との比較を行っている
４）
，

　

現実の ＡＴ－ｃｕｔ水晶振薄ヵ子の利用として，ｃｏｎｖｅｘ形の振動子が多いにもかかわらず，解析例が少

ない．
ｂｉｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ振動子の基本振動の解析に福与らの報告１６）があり，曲率をもった振動子の

厚味すべり振動についての一般的な取扱いに尾上らの報告がある１７）．Ｗｉｌｓｏｎは前節において述べた

ようにｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ ＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子で板が薄く直径が大きな場合， これが放物面状のポテン

（１３４）
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シャル井戸を有する振動体であると仮定して解析を加えている５）． Ｗｉｌｓｏｎの取扱い方は普遍化が可

能であるが， 現状で広く用いられている振動子の形状で， 板の周辺を適当な直径で切断し， 直径に

対して厚みを比較的厚くして， 倍振動で用いるようなｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ ＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子に適用す

ると誤差が大きくなる２１）．

　

本研究においては上記の難点をカバーする解析

方法をみつけだして行く．比較のためにＦｉｇ．４に

Ｗｉｌｓｏｎの近似 がよく 成 立するｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ
ＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子とＷｉｌｓｏｎの解法では誤差が

大きくなる形状の振動子を示しておく．

　

同図において，（ａ）は曲率半径の大きい球体の

一部を切り取って得たｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ板 であり，
Ｗｉｌｓｏｎの解法で十分シュミレーション可能なタ

イプ，（ｂ）は厚味あに比較して板の直径αがそ

れ程大きくないｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ ＡＴ－ｃｕｔ水晶振動

子で本研究で解析の対象とするものである２１’２７），

　

通常，ＡＴ－ｃｕｔ振動子は（ｂ）のタイプの板が

多く， ３次か５次の倍振動モードで用いられてい

る．

　

振動子に対する解析的な解を得ようとする場

合，（７）式を境界条件を満足しつつ解き，（１３）

式の具体的な値を得ることにつきるがｐｌａｎｏ‐ｃｏｎ‐

ｖｅｘのように凸レンズ状にして横方向の境界にあ

いまいにした点に特色がある板に対しては（１３）

式で示される具体的な厳密解を得ることは不可能

に近い． 従って， 著者が試みようとしている． 理

論的解析と有限要素の結合による振動体の解析方

法は計算機のメモリーの節約と言うばかりでな

く， 計算の精度を上げる方法とも言える。

（ａ）

ｈｏ

　　

〔
約

　　　　

－－ー

←

　　　

－ ｄ

Ｒ

　　　

ｈ。 》

　

ｄ

　

》

　

ｈ。

ｄ

　　

〉 ｈｏ
（ｂ）

拒ｇ・４

　

ＴｗｏｔｙＰｅｓｏｆ ａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ ＡＴ一Ｃｕｔ

　　　

ｑｕａｒｔｚＣｒｙｓｔａｌｐｌａｔｅ，（ａ）ｌｔｃａｎｂｅａｎａ‐

　　　　　　

ｌｙｚｅｄｂｙｔｈｅｑｕａｄｒａｔｉｃｐｏｔｅｎｔｉａｌｗｅｌｌ

　　　

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎａｎｄ（ｂ）ｔｈｉｓｔｙｐｅｈａｓ

　　　　　

ｔｏａｎａｌｙｓｅｓｔｒｉｃｔｐｏｔｅｎｔｉａｌｗｅｌｌ．

登

　

４． Ｐ１ａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子の運動方程式

　

無限平板近似が可能なＡＴ－ｃｕｔ振動子が厚味たり振動を行う場合， 座標系をＡＴ－ｃｕｔ板に固定
したＡＴ－ｃｕｔｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ（劣．

′
，尤２
′
，尤３
′）に対して， 変位成分 仏 が為

′方向にあり， 定在波が尤ずに

乗っているケースについての運動方程式を巷

　

２で議論した．今，ＡＴ－ｃｕｔ板が厚味たり振動を行う

場合の運動方程式をたてる， 仏 に比較して 坊，偽 は極めて小さく， 無視できるならば（７）式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　

β２ひ，

　　　

β２び．

　

ａ２″１ ↓ハ

　

β２ひ１ 上ハ

　

β２″１ 上（

　　　　　　

－１ト詞召すＴし５５ 扇「Ｔし６さ発言ｒＴし５６罫ヌ溺死ｒ－ 濁声「÷

と示される． 水晶結晶においてはｃ５５＞＞ｃ５６であるから， 上式の第４項が無視されて

（３１）

（１３５）



山

　

形

　

積

　

治

　　　　　　　　　　　　　

　　　　

　　

　　　　

　

ａ２び． ↓（

　　

β２Ｕ‐・ ユハ

　　　　　

ー＾１１三谷舶ｒＴし５５ 〆を÷Ｔし６６「需零す÷－〆扉月「 （３２）

と更に簡略化される． 上式を境界条件を満足させつつ解けば問題はないのであるが， 直接解をみつ

けることはまず不可能である． しかし， ここで 仏 が尤２
′方向（厚味方向）において， 中央部で余弦

関係状に分布すると言う事実が確認できれば（３２）式は更に簡略化できる可能性がある．
事実， 先の研究で明らかになったように， 偏光光線走査法で測定した応力分布及び有限要素法に

よるｓｉｍｕｌａｔｉｏｎの値も正弦関数状であった９’１０’１５’２１’２６）． この結果をＦｉｇ．５， ６， ７に示す． 変位 仏

は応力 ７ｉ′のズメ方向の積分値と相似になるので， 仏 は振ョ１幼子の中心部分で％２
′方向に余弦関数状

に分布していることが確認できた． 即ち

（３３）ひ．＝α（れ 垢）Ｃｏｓ（粥刀滋／γ。）．〆のご

となる．但しｙ。は板の尤２
′方向の厚味で，粥は倍振動の次数である．上式は 仏

′伝．′，為
′）の項を含

んでいるので変位・の分布 仏 は（尤，′－為′）平面内で 仏
′α，う尤３′ノの形で分布する． 球面状のｐｌａｎｏ‐

Ｃｏｎｖｅ×では

ｙｏ＝／尺２－（豹２一瞬２）一尺十力。 （３４）

とおくことができる． 兄 ね。はＦｉｇ，４に示したようにｐ
ｉａｎｏｃｏｎｖｅｘ板の曲率半径， 板の中心の厚味

を示す．
今後の取扱いが容易に行えるように（３３）式を

Ｕ，＝びｉ（垢，垢） お（れ尤も膿）

　　

に でβ臨も◎ 棚 謡 為 〆ご

　　　　　　　

（３５）

とおく，（３５）式を（３２）式に代人すれば

Ｇ，（畿をβ十瀞帯十鴛 十誓誓）

　　　　　　　　　　　　　　　 　　

＋偏（畿をβ十嘉雪針畿をα十帯箸） （３６）

となる． 仏
′は尤，
′とｘ３
′の関数であるからａ仏′／流〆＝０ ２Ｕｉ／β霧 ＝０であり，又，βは 為

′
，為
′に

関して一定値をとるような調和振動であるからａβ／流，′＝０， ａ
２β／流・ ＝０， ａβ／総３

′＝０， ａ
２β／

流言２＝０となり， これらの条件を（３６）式に代入すれば

ｃ，，（茎影）痴優◎痴場を － Ｓ影）

　　　　　

＠）

となる． 上式に（３５）式のβの値を代入すると左辺は

（１３６）
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←（場釣十 裂豹－偏ば（テ）２｝鮎 鵬 〆

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

ｙｏ

となり， 右辺は

が（卿 （著Ｐβ十２署 帯十帯びり　

　　

　　　

となる． β仏
′／所＝０， ａ

２仏′／説２＝０であるから結局， 右辺は更に簡略化されて

となる． 従って（３６）式は

（鎖帯冬＋節誓吾）＋｛ｐダル偏りｉ（‐ｆ）
２｝

悌ば（要）
２（奇－・）－ｏ （３８）

と変形される． 但し（３８）式の誘導で

　

－ テ）
２
繍（署）
２
（・－勢－・）

　　　　　　　　

（３９）

なる関係を用いた． 更に

　

ｇ（尤も劣も）ザ ー，＝ 僻 仙２
選
め 燭 ２

－１

　　　　　

（◎

なる近似式を（３８）式に代入すると

　

Ｃ，，瀞ー＋偏瀞；＋［卿２－ 署）
２＋ テ）箸 謄）］ひとｏ

　

（４１）

となる． この式は Ｗｉｌｓｏｎが彼の論文の中で示した，〉放物面ポテンシャル井戸近似で導いたｐ
ｌａｎｏ‐

ｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子に対する運動方程式である．（４１）式は回転放物面をポテンシャル項と

する２次元調和振動子を表わす 」÷ Ｓｃｈｒｂｄｉｎｇｅｒ方程式と同等になる２１）．（４１）式においてｃ．．とｃ５５

とは等しくないので非等方性弾性体の振動を示し， このことから固有値の縮退は起らないものと考

えられる．しかし，ｃ．，とｃ５５は単純な有理数の比にならないので尤／と尤３
′方向に無限に続く解が予

想される．（４１）式の解は１価連続，１次微係数が連続かつ解の２乗積分が可能であると言う条件の

下で変位の振幅は

　　　

α（為 ＝″－，（尤 α．）″ｐ－，（滋／α）．ｅｘｐ（－頒
２／２αの．ｅｘｐ（－尤茅／２αｇ）

　　　　　　

（４２）

となり， 上式で

（１３８）
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を表わし， 角周波数は

　

メーテ（帯）
２＋テ 』－・）需旨（誉）

１／２＋テ（２ｐ－・）需旨（冊）
１／２
（４３）

ここ で、れ＝１，２，３，４，… ……

　　

Ｐ＝１，２，３，４，……

で示される．（４２）式の旦－，食．
′／α．ノ，互ｐ－，α３

′／α５力まＨｅｒｍｉｔｅの多項式であり

　　　

″○α）＝１

　　　　　

″３（尤）＝８が－１２尤

　　　

甘式尤）＝２

　　　　　

″４６）＝１６ －４８尤２＋２

　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（４４）

″２（尤）＝４尤２ー２

　　　

″５（）＝３２ －１６０ 十１２０尤

で与えられる１２）． 例えば”＝Ｐ＝１の場合， 互。の＝１となり （４２） 式は

　　　

α（れ尤も）二ｅｘｐ（－尤ｉ２／２αの．ｅｘｐ（一尤も
２／２ｄ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　

（４５）

となり， 変位の振幅の分布は為
′
，尤３
′方向に各々ガウス分布を示しＦｉｇ．８のようになる． これは

ｐｌａｎｏ－ｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子の基本厚味たり，振動に対するＷｉｌｓｏｎの近似解による表面変位の

分布を示す．インハーモニック振動はＨｅｒｍｉｔｅ多項式の高次の場合に相当し，れ＝３，Ｐ＝１では（４２）

式は（４４）式を用いて

は（れ滋）＝｛（尤ｉ／”，）２－１｝ｅｘｐ（－頒／２αの．ｅｘＰ（一渚／２αｇ） （４６）

となる．（４５）及び（４６）式で示される解は変数が分離していて簡潔な形式になっている． 実測との

比較では， 変位の分布は中央部でよく合うが周辺部では実測値とのづれが大きくなって来る
２１）
． こ

の原因は（４０）式で行った近似に問題がある．（４０）式のｇα．
′
，尤３つは放物面を示し，この近似はα，

′
，尤３
′ノ

・、、

　　　　

ｉ

　 　 　

　　　　　　

　　

方１ｇ．８

　

Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

　

ｓｈｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

　

ｍｏｄｅ

　

ｏｆ

ｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ ＡＴ－ｃｕｔｑｕａｒｔｚｃｒｙｓｔａｌ
ｒｅｓｏｎａｔｏｒ

　

ｗｉｔｈ

　

ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ

　

ｏｓｃｉｌｌａ‐
ｔｉｏｎｆｅｒｅｑｕｅｎｃｙ（，つめニー，“ニー，かニー）．

（１３９）
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　　　　　×

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ

　　　　　　

．

　　　　　　　　

．

　

　　　　

　

　　　

　　　　　　　
１

　　　　　　

！

　　

Ｘ′

１
ト÷２２ｍｍ

　
ｍ一
　

　　

ｈ亀

（Ｊ仔爾雨‐Ｒ化）２

　
基盤＆
Ｒｒｂ

ｒ鞘１加Ｕｎ感ａｒｙ
ｒ＝１１

０．５

　　

１．０

ｆｒｏｍｄｉ５ｔｑｌｘ；ｅ ｆｒｏｍ

　

ｏｒｌ９ｌｎ

　

ｘぬｒ

　

ｌｏ

　

ｍｍ

ＸＳ＝「カグ言

Ｆｉｇ．９

　

ＲｅｌａｔｉｖｅｄｅＰｔｈｏｆＰｏｔｅｎｔｉ副 Ｗｅｌｌｆｏｒｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆ ａｎｏ‐

　　　　　

ｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔｑｕａｒｔｚｃｒｙｓｔａｌｒｅｓｏｎａｔｏｒ．

を α，′２十尤ざ２ノで展開した第１項に相当し，尺＞＞ α．
′２十尤３
′２」の場合によい近似となるが，実用されて

い る ｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ ＡＴ－ｃｕｔ水晶板ではこの近似条件に合致しないものも多い．Ｆｉｇ．９に実用され

ている振動子に対するｇ（尤．′，尤３
′）の厳密な計算値と放物面近似の比較を示す．周辺部に行くに従っ

て， 両者の差が開くことが知られる，（４３）式で示される角周波数についても， 実測値と数％の誤差

を伴う２１）． 従って解析値の誤差を小さくするためには（４０）式を完全な形で用いたい． しかし， そ

のようにすると（３８）式が容易に解けないと言う重大な障害に直面する．そこでＳ

　

３で述べた手法

を導入して解析を加える．

（１４０）
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登

　

５． 理論解析と有限要素法の結合

５．１ 理論的背景

Ｗｉｌｓｏｎが仮定した放物面ポテンシャル井戸ｇ（尤，う尤３
′） ＝伝，

′２十為′）／尺ね。は （４２）， （４３） 式で

動子の直径が尤云為′方向に無限に連続していると言う条件下のものである．これに対して，通常
用されているｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ ＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子は適当な直径をもたせて， 周辺部分が切取られ
いる． Ｆｉｇ．４を再度， 見るとその相違が明瞭になる．
波動を扱う一般的な手法として， ある定められた頒域の中に波動エネルギーが存在するか否かを
討する場合， その点の波の振幅の２乗が正で有限な値をとるか否かを調べてみればよい． 即ち，
立関数を検討することである． 水晶振動子の直径が有限な大きさであると言う条件で解を求める

合， 解に対する制限は次のようにしなければならない．
（１） 解の絶対値の２乗は直径以内の領域でネ責分が可能，
（２）（１）の領域の外側においては解は存在しない．
水晶振動子の直径をαとするならば波動が閉じ込められているポテンシャル井戸の障壁の境界

尤１
′２＋尤３
′２＝（ｄ／２）２

　　

尤・

　

尤３

　

＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（４６）

ぃ示される．（４６）式の外側では解はゼロになる．
Ｗｉｌｓｏｎが仮定した放物面ポテンシャル井と厳密な取扱いでのポテンシャル井戸（無限障壁ポテン
、ャル井戸）とそこでの確立関数の比較図をＦｉｇ．１０に示す． 同図（α） では障壁の外側にも！Ｕ１

２

存ゞ在し，（ｂ）では存在しない， これは（３８）式の最右項，即ちＳｃｈｒｂｄｉｎｇｅｒ方程式のポテンシャ
レ項はαの外側では無限大になることに相当する１２）．
現実の水晶振動子では振動子を構成している水晶結晶以外のところでは弾性波が存在し得えない

Ｘ′

　　　　　　　　　　　　　　　　

ｘ′

）／
（ｑ）

　　　　　　　　

（ｂ）

Ｆｉｇ．１Ｏ

　

ＴＷ０

　

ｔｙｐｅｓ

　

ｏｆ

　

ｐｏｔｅｎｔｉａｌ

　

ｗｅＩＬ （ａ）
Ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｗｅｌｌａｎｄ（ｂ）ｉひ
ｆｉｎｉｔｅｄｅｐｔｈｐｏｔｅｎｔｉａｌｗｅｌｌ．

（１４１）
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のであるから（ｂ）のようなポテンシャル井戸を考えなければならないのは当然である． 即ちポテ

ンシャル項は（４６）式で示される領域の内， 外で各々

　　　　　　　　　　　　　　　

兎。卿 膨（キ）２一‐唇餅薪 撫
）
２
－１

（４７）

ｇ（尤）。“ご＝閃

となる．－この条件の下で（３８）式が直接解ければ申し分ない． しかし， 前述したように解析的手法

で（３８）式を解くことは不可能に近い． 従って（３８）式を有限要素法によって数値的に解くことに

主目的を置く． 有限要素法は解くべき領域内をいくつかの小領域に分割して， 分割した小領域を適

当な補間関数で近似して， 全体を表わし解を得ようとするものである－

　

解の根拠となるのは系の汎

関数をまず導出し，その汎関数が最小になる解を求める手法である．汎関数として系のＬａｇｒａｎｇｉａｎ

を作り， その変分△Ｌをゼロならしめる値が解になる．

　

（３８）式の第一項， 第３項に関するエネルギーをまとめてＴとすれば， 第１項， 第３項に 仏
′を

かけて， 積分を実行し， Ｇｒｅｅｎの定理
１３）を用いて整理すると－

ｒ一肌一帯）２＋ 醤）２滋蘇

＋★″ 署）
２
ｇ嫡尤捌け赦き

（４８）

と示される． 次に第２項目の慣性力に関するエネルギー．（運動エネルギー） をＫとすれば

　　　 　　　 　　　　　　

にで 『の２－ テ）２
（４９）

となる． この系のＬａｇｒａｎｇｌｎは

　　　

＝

　

－

　　　　　　　　　

．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（５０）

であるから，（５０）式を最小ならしめる 仏
′を求めればこれが解になる．この手続を進めるためにＬ

の変分△Ｌを求める． 変分の定義に従って誘導すれば

　

”－″（仙誓 箸各 愉 誓 誓子）如嫡

　　　

＋″ヂ（も垢〃辺ぴー伽 鹸 ” 〃 は４び伽 妬，

　　　　　

（５１）

ここで

　

／（尤も鱗）＝ｃ６６（伽〃／ね。）２ｇ（れ尤も）

となる１４）．△ｚ＝０の時に』は最小値をとり， この時入は固有値（共振周波数）を与え， 仏
′は固有関

数（振動の変位）を与える．（５１）式で変分を求める計算の途中で境界を含むような積分も出て来る

が， 境界条件をディリクレ型の固定境界条件で解くために， これらの項は全てゼロになり， 式の中

に示していない．

（１４２）
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Ｚ′（ｘ当）

Ｕｉ

（ｘｉ）

　　

Ｕ ｋ

　　　　　　　　

ＵコＸ′

Ｆｉｇ．１Ｉ

　

Ｄｉａｇｒａｍ ｓｈｏｗｉｎｇａ９８一ｎｏｄｅ，１６０一

　　　　　　　　　　

国ｇ．１２

　

Ａｔｒｉｎａｎｇｌｅｅｌｅｍｅｎｔ，

　　　　

ｅｌｅｍｅｎｔ

　

ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｖｅｄｎｇ

　

ａ

　

ｑｕａｔｅｒ
ｃｉｒｃｕｌａｒｑｕａｒｔｚｐｌａｔｅ，

　　

曇

　

６． 有限要素性による解

　

６。１

　

計算の実行

　

（５１）式から 仏′を求めるために有限要素法を用いる，領域は振動子の主面（尤，
′－尤３′） で点対称

の三角形要素に分割する． このように要素の分割を行うと振動子の１／４を検討すればよく， 計算機

のメモリーの節約になる．分割結果をＦｉｇ．１１に示す，これは自動節点の計算で自動分割を行って画

いたものである。この場合，ズ．
′軸，為
′軸上ではノイマンの境界条件は自動的に満足され板の１／４を

検討すればよいことになる． 要素として三角形を選んだ理由は， 三角形は形状上の自由度が最も大

きいためである．三角形の頂点を節点と言い，それぞれ乙Ｚたなる記号をもたせる．三角形要素の図
をＦｉｇ，１２に示す．

　

三角形内部の変位 集 は各々の節，点の変位 法，坊，びたの一次関数で補間することができる． 要素
内のポテンシャルエネルギーは

ｒ凱〔獅 胸毛三］赫 吋がり，坊 モードｚ（５２）
となる． 上式で

　

　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　

　

β‐寺尾仝〕 （５４）

である。但し添字が複雑化するので為
′＝尤′，尤３

′＝ｚ′とおきかえてある。△は三角形要素面積の２倍
である． 更に第２項目で， 三角形要素の節点‘こおける

（１４３） ５３
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た テ）２｛（誉）２－・｝ （５５）

を方，方，んとすれば

↓
ｍ

　

↓
３０

　

・
３０

　　

充た十充た壕ん

　

夢ご＋夢ブ壕ｆた 充た十ふん＋ふん

だふた壕溺 た

　

ふた＋彰ブ壕ｆた ふた十素方十瀞 （５６）

た涜ん壕た

　

ふた壕ｆ壕た

　

夢〆十兆針金左

となる． 次に要素の運動エネルギーをＫ８とすれば

１

　

１
１２

　

１２
　　

　　

　

　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　

ワた

ルー令〃〔仏ひゑ〕毒さ占
１

　

１
１２

　

６

のようになる．要素内の変位 隻 は一次の関数である
から（５２），（５７）式の積分は容易に実行できる．

積分を行って（５１）式に代入すると

（５８）

となる． 但し上式で〔ＺＰ，〔』の

　

は各々

１／１２１／２４ １／２４

（５９）【脳〕＝４１／２４１／１２ １／２４

１／２４１／２４１／１２

ｃ５５（ｇゴー２た）
２十ｃｌ．（尤た－尤！）

２

　　

ｃ５５（２ゴー２た）（２た－み）

　　　　

ｃ５５（ＺゴーＺた）（２ぎ－ｚノ）

　　　　　　　　　　　　　　

十ｃｌ．（尤ブーエ々 ）（尤ぎ‐ ）々

　　　

十ｃｌ．（尤た－尤ブ）（尤ゴー尤ぎ）

ｃ５豊三；誓願；三筋， 偏
磁 ガ＋ｃ，，鎗㈱２

　

三宝三驚Ｌ詰も，，

Ｃ５５（ｚゴー２た）（之ご一２ゾ）

　　　　　

ｃ５５（２た一み）（２ご一２ゾ）

　　　

ｃ５５（み －βブ）
２十ｃｌ・（尤ゴー尤ご）

２

　

十ｃｌ．（尤た－尤ブ）（尤ゴー尤ご）

　　　　

＋ｃｌｌ（尤ご－尤た）（尤ブー尤ご）

〔に〕＝

＋ずｆ

　　　　　　　　　　

（６０）

（１４４）
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である．（５８）式は一つの要素についての関係式であるが，この関係は全要素について成立するので，
全要素を網羅した連立固有方程式を作り， 固有値， 固有ベクトルを求めると解になる． 計算の方法

としてはＱＲ法を利用した．

　

無限障壁のポテンシャル井戸を仮定しているので， 周辺の境界上で解がゼロであるように固定す

る．この場合，節点に対応するマトリックスの行と列から境界上に対応する節点をぬきとればよい．
要素モデルは振動子板の１／４のみを扱っているために，ェ．

′
，尤３
′軸上の節点は全て自由で，何の束縛

も加えられておらず， 従ってノイマンの境界付件ａ仏
′／ａ“＝０が満足されるようにする． 故にｘ，

′
，

尤ざに対称な偶関数の解が得られるであろう．為
′軸上の節点を固定すると，尤３

′軸にそって奇関数に

なる解が得られるであろう．

　

水晶のｓｔｉｆｆｎｅｓｓ定数は Ｍａｓｓｏｎによって与えられていて

　　　

ｃｆ，＝８６．０５，ｃＰ２＝５，０５， ｃＰ３＝１０．４５，

　

ｄ４＝１８．２５

　　　

ぱ３ニーＯ７．１，ｄ４；５８・６５， ぱ６；（パー－ｃＰ２）／２；４Ｏ．７３

　　　　　　　　　　　　　　　　

（６１）

ＡＺＺ×１０１ｏｄｙれた粥２

となるこれをＡＴ－ｃｕｔ板に変換すると

ｄ１二８６，０５，‘～２ニニ－－１０，４９， ｄ２；ニー２９．９，ｃ６５ニニ６７，．Ｉ

Ｃふ６＝＝２９，３４

　　

ＡＺＺ×１０１ｏｄｙれ／創－２２
（６２）

となる１）． 密度は

ｐ＝２６５ｇ／ｃ’，２３

　　　

ー

　

．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（６３）

である１）． 但し変換は次の公式

〔ｃも〕＝〔凡〕に懸〔Ｄ２〕 （６４）

によって行った２６｝．

６．２

　

実測値と計算値との比較２１）

　

（ａ） 共振同波数の比較

　

直径 α＝１，５ｃｍ，曲率半径９．５ｃｍ，中心部の厚みぁ。＝０．１６８ｃｍ のｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ水晶振

動子を用いて， 共振時における実測値と計算値との比較を行った． 参考のためにＷｉｌｓｏｎの近似公

式を用いて計算した共振周波数の値も並記する． これらの値をＴａｂｌｅｌに示す． 表中で粥は厚知

すべり振動の次数を示し，”とＰはそれぞれ尤，
′
，３
′方向のインハーモニック倍振動の次数である．

百分率表示は実測値に対する計算値の誤差を示し， ｛（実測値）－（計算値）！

　

”実測値）×１００％
で示されている．（５１）式に対する有限要素法による解法は極めて高精度であることが知られる．

（ｂ） 変位分布Ｕ，′（為′，３
′） の比較

　

次に厚味たり振動の変位の振幅分布 仏′α，′，尤３
′）について実測した値と（５１）式を有限要素法を

用いた固有関数とお比較する． 仏
′の分布については飯島らがレーザ干渉計を用いて測定したもの

が報告されているので７’８）， 実測値としてその結果を用いる． 飯島らは尺＝９５ｍｍ，ｄ＝２２ｍｍ，ゐ。＝

（１４５）



　　　　

山

　

形， 積

　

治

Ｔａｂｌｅｌ

　

共振周波数の比較 （単位ｋＨｚ）

”か 実

　

測

　

値 計

　

算

　

値 ウイルソンの式 備

　　　　　　　

考

Ｉ １／１
１，０５２，Ｏ １，０４４．５

（

　

０．７％）
１，０３０．９
（

　

２．ｏ％）
基本厚みすべり振動

Ｉ １／３
１，１８９．３ １，１８７．Ｉ

（０，１６％）
１，１０３．２
（

　

０．７％）

Ｉ ３／１
１，２２２．３ １，２２３，２

（０，０７％）
１’１１１．６
（９，０％）

３次インハーモニック

Ｉ ５／１
１，５０３，６ １，５０４．８

（ｏ，ｏ８％）
１，２７６．９
（１５．１％）

５次インハーモニック

Ｉ １／１
３，０２４，６ ３，０１３．３

（

　

０．３％）
３，００６，７
（０．６％）

３次倍振動

Ｉ １／１
４，９９９．８ ４，９９４．８

（

　

０．１％）
４，９７４，６
（０．５％）

５次倍振動

Ｐ１ａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘＡＴ‐ｃｕｔｑｕａｒｔｚｒｅｓｏｎａｔｏｒ；Ｒ＝９５ｍｍ，ｂ二１４ｍｍ，ｈｏ≠１．６８ｍｍ

Ｔａｂｌｅ２ 共振周波数の比較

粥 れ／ゑ 実測値（ｋＨり 計算値（ｋＨり Ｗｉｌｌｓｏｎの式（ｋＨ多

Ｉ １／１ １，２８６．Ｏ １，２８１，Ｏ １，２７５．８

Ｉ １／２ １，３４９．Ｏ １，３４７，５ １，３４０，２

１．３８ｍｍのｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ板を用いて実験を行い共振周波数の実測値は
Ｔａｂｌｅ２のように

なった事を示している．Ｔａｂｌｅ１と同様 Ｗｉｌｓｏｎの近似式による共振周波数の値も
並記しておく．

厚味たり振動の変位の振幅 仏′の尤，′，％３
′軸方向の分布の様子をＦｉｇ．１３に示す． 同図の分布は

粥＝１；れ，Ｐ＝１，１の基本厚味たり振動の値を示し，丸印は測定値で実線は本方法によって計算し

た値で点線は Ｗｉｌｓｏｎの近似式（４２）によって計算した値である．予想したように右側は実測値と極

めてよい一致を示し， 左側では周辺部に移るに従って， 計算値は実測値から隔れる． 即ち，
理論解

析と有限要素法のコンビネーションによる解析方法は高い精度を有することがわかる．

　

粥＝１；偽Ｐ＝１， ２のインハーモニック振動についての実測値（
飯島らによる） と本方法による

計算値との比較をＦｉｇ．１４に示す．×，
′軸 （ｏｒズ′軸） 方向の値では両者はよい一致を示す．

　

（ｃ） 振動子内部での７ｉ′（尤，う尤３′） 分布の比較

　

飯島らの 仏′の分布は振動子の表面上での変位の測定であり， この値は著者が試みた新解析方法

で適確に再現できることが先記の検討で明らかになった． しかし， 内部の振動の様子がどのように

なっているかは，これだけでは何んとも結論づけられない．内部の振動の情報が得ら
れてはじめて，

振動子全体の様子が実験的に把握できるのである． 特に， 自然現象を解明しようとする場合， ガリ

レオ等自然科学の先駆者がたどった道程，即ち，「自然科学においては実験事実に立却しなければ，

どんな発言も意味がない」 と言うところまでさかのぼってみるのも基礎的な発展において形要なこ

とである．

　

好都合なことに， 振動子内部の厚味たり応力 ７ｉ
′α，
′
，ｘ３
′）の分布と振動子表面の変位 ＵＩ

′α・
′
，

（１４６）
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ｓｏーｉｄ
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１０

　　

８

　　

６

　　

４ ２

　　

０

　　

２

　　

４

　　

６

　　

８

　　

１０
ｒａｄｉｕｓ

　

ｘ′，Ｚ
′

　　　　　

ｍ ｍ

Ｆｉｇ．１４

　

ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌａｎｄｔｈｅＣａｌｃｕｌａｔｅｄ
ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

　

ｓｈｅａｒ

　

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

　

ｉｎ

　

ｉｎｈｒｒｎｒがｎｃ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
ｓｈｅａｒｍｏｄｅ． Ｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｄｖａｌｕｅｓａｒｅｔａｋｅｎｆｒｏｍｌｉｉｉｍａ
ｅｔａｌ．

尤３′）の分布は， 厚味方向（ｘ２
′ｏｒｙ′軸方向）で前者は板面を基準にして正弦関数状に分布し，後者は

余弦関数状に分布する． 従って両者の最大振幅の×．
′－ズ３′面内での分布は相似形になる，故に，（５１）

式を有限要素法を用いて解いた値は水晶振動子内部での中心層（Ｚ，′，尤３
′）ｘ２′峨。／２における ｒ６

′

　

の

分布とみなすことができる。 振動子内部の応力７ｉ
′は偏光光線走査法９’１０’１５）‘こよって実測するこ

とができる。 実験に用いた資料はＴａｂｌｅｌで共振周波数を測定したものと同一の形状のものを用

い， 基本振動， ３倍振動， ５倍振動の周波数で励振し７ｉ
′（為′，尤３

′）〆＝。。獅ｔの分布を測定した．
Ｚざの測定を行う場合，７

　

ｉ′に関する応力－光学系数の関係から，光線を尤３
′軸より約３００傾けて入射

させると最も能率よく７

　

ｉ′によって光変調を行うことができる９’ｌｏ’１５’２６）。従って，Ｆｉｇ．１５に示すよう
に，尤３
′軸から３００傾むいた方向の円周の一部を切断した資料振動子を作った， 切断による共振周波

数への影響はインハーモニック・モードにおいて若干みられたが， 基本振動， ３次倍振動， ５次倍
振動においてはほとんど影響がみられなかった．

（１４７）



山

　

形

　

積

　

治

　

今，尤ざ軸から３０
０傾むいた光線を入射させて，

７ｉ′を測定するとＦｉｇ．１５の振動子の図からも明ら

かなように， 振動の方向が 為
′軸方向にある応力

を尤，″の方向におきかえてその成分を観測してい

ることに相当する．従って有限要素法による計算

も尤．″軸上の応力 ７ｉ
′におきかえて， 実行しなけ

ればならない．応力の実測はＦｉｇ．１５の資料に付さ

れている

　

５， ４， ……０， ……５
″

　

の各点を

％〆（ｙ′）軸方向に光線を走査して，その最大値を用

いた．最大値はどの振動においてもｙ
′＝ぁ。／２の中

央層にあることは別の研究で明らかである節）． 図

中， 上記の各点はｌｍｍ 毎にとってある．

　

振動体による光変調の理論から光変調に有効な

応力は光線が通過している光路長について積分し

た値 だ≧（尤も尤≦励 になる９’１５）．従って応がこ

よって光線が変調を受ける量は先記の積分値に比

例する．但しこの式でねは水晶中における光線の

光路長を示す．Ｆｉｇ．１５に示してあるように資料水

晶は尤．″軸に平行に幅ゑで円周を切断してあって，
切断範囲内では光路長は不変である．

　

又，７
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尤丁軸方向及び％３′軸方向にガウス分布しているな

らば
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（６５）

とみなすことが可能である．但し 鍔 は平均値を意味する．尤，
″α″）軸上で た と 鍔′の分布は相

似とみなし得るので， 館を求めれば 髭
′の分布の形状が知られる．前述したように各点むこおいて光

線は尤２′（ｙ′）軸の方向に走査し光変調の最大値をとった． その結果をＦｉｇ．１６に示す． 図中， 丸印
は実測値を示し， 実線は計算した値を示す． 実測値， 計算値ともに最大値が１であるように規格化
して示してある． 双方のよい一致がみられる。

　　

登

　

７． 電極の影響を考慮した解法

　

７．１

　

圧電の基本的検討

前節までの検討においては， 電極の影響は一切考慮しなかったが， 実際の振動子には一対の蒸着電
極が付されている場合が多い， この電極が振動のモードや共振周波数にどのような効果を示すかを
本解析法によって分析を加えてみる．

７．２

　

圧電反作用効果の検討

　

水晶等の圧電結晶において， 電界氏．， 電束密度Ｄｆ， 応力 ｒｍ， ひずみＳれの間には相互に可逆的
な関係が存在し， 結晶に圧縮又は張力をかけると電荷が生じ， この逆過程として， 結晶に電界をか
けると結晶が変形を起す． これらの間の基本式は， 非磁性結晶， 等温変化であると言う条件下で，

Ｄガ ルＴｍ十ご各 氏

　　　　

（６６）

　　　　　　　

、↑↑↑↑お・”ｔ＊

　　

”＝１～３，”，粥＝１～６
Ｌｅ↓

　　　

′ｏ…………－

　

↓ｅ

　　　

ｘ，

となる．上式で

　

Ｓ為

　

は弾性ｃｏｍｐｌｉａｎｃｅで， ｄ鳥

は圧電定数，ｅｓは誘電率である．今，水晶振動子

　　　　

（ａ）ＡＴ‐ｃｕｔｐｌａｔｅ

に上式を適用してみる．ＡＴ－ｃｕｔ板の場合， 励振

用電極は物′（添字がまぎらわしい場合ｙ′とする）

面に蒸着する． 現在， 最も多く利用されているｐ

　　　　　　　　　　　

ｙ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　

　

　

　　　

　
ｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子においても同様

な方式で電極が付されている．ｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ板は

　　　　　　　　　　　　

、 ↑“ ”

版面が曲面であるために厳密に言うと平行電界と

はならないが取扱い上， 平行電界で近似して解析

を加える．Ｆｉｇ．１７に平行平板，ｃｏｎｖｅｘ面を有する

　　　　　　　　　

Ｒ

振動子の電極と電界の様子を示しておく． 上述し

　　　　

（ｂ｝Ｐ１ａｎ ｃｏｎｖｅｘＡＴ‐ｃｕｔｐｌａｔｅ

たように電界はＥ２のみと考える． 電極に電源か

　　

晒ｇ．１７

　

ＴｗｏｔｙｐｅｓｏｆＡＴ－ｃｕｔｑｕａｌｔｚｃｒｙｓｔａｌ

ら電荷が供給されている場合の電束密度は （６６）

　　　　　　

ｐｌａｔｅ，ｈａｎｄＬｅａｒｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｆｐｌａｔｅ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

ａｎｄｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｆｅｌａｃｔｒｏｄｅｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉ‐
の第２ 式 か ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

ｖｅｌｙ．

（１４９）



山

　

形・積

　

治

（６７）

となる． 結晶中の音波の波長に比較して， 波束の面積の平方根が
十分大きい場合には， 圧電気的に

生じた電荷は結晶内に反電界を作る．本研究で取扱う振動子の場合， 厚味に比較して，ｙ
′面が十分

に大きな素子であるために反電界（圧電反作用）を考慮しなければならない． 水晶は絶縁結晶体で

あるために

　　　　　　 　　

　

　　

上式で爺＝１たり
（６８）

で示される反電界を形成する２３’２５）， 圧電反作用はこの反電界によって生ずる．（６８）式を（６６）の
第

１式に代入して

（６９）ｓ ＝ｓ弄 ヱ ｄｆｍｅゐｄｚｍ／ｓ＃ｍ）ｒｍ

を得る」但し１は６行１列で全ての要素が１であるマトリックスである．ＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子の厚

味たりず辰圭矧ご伴う主な応力は７ｉ′であり， ひずみはＳ６
′である． 故に（６９）式は

（７０）ｓにｓ品（１－ｄ為”“品）髭

と書き改められる． 上式の物理的意味は反電界を考慮すると弾性定
数 ｓＥがＳ６ざ＝ （１－ｄ２６

２／

ｅ２２ｓ晶） に置き変った事になる．従って反電界を考慮した場合としない場合の共振周
数はわずかに

異り，計算においてはｓ謎 を用いた方が実測値に近いことは言うまでもない，この事は
古賀によって

詳細に研究されている２４）．

　

今， 振動子に電極が付けられていて， 電極が外部回路によって短落されている
場合， 電界はＥ２＝

０となり反電界も生じない． 従って（７０）式で

（７１）ｓ６６－，ｓ姦６

となる．一方電極が付けられていない部分においては，（７０）式がその
まま成立しているはずである

から， 水晶振動子は部分的に２種類の弾性係数で形成されていることに
なる．ＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子

においては

（７２）ｓ品；〆者も／ｅ“＝１；０．○０８８

であるからｃｏｍｐｌｉａｎｃｅ定数〔ｓ〕の逆マトリックスであるｓｔｉｆｆｎｅｓｓ定数〔ｃ〕は電界を考慮して， 純

機械的なｃ６６の約１．００８８倍になるものとして扱うことができる．

　

７．３

　

電極の厚味効果の検討

　

Ｆｉｇ．１７に示すように蒸着してある電極は振動子と一体となって振動する．従って厚味に止振動の

場合， 振動の解析に当っては電極の厚味も十分考慮しておかねばならない－
電極金属中と水晶結晶

中の音速の比をりＲとして， 電極の厚味をＬｅとすれば， 電極が付着している部分の振動の等価
的厚

味は

　　　　

．

　　　　　　

１

　　

．

　　　　　

－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

，

　　　　　　　　　　　

一

　　　

）も；２りた乙 十ねｏ

　

． ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（７３）

（１５０）
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Ｔａｂｌｅ３

　

音速の比較

材

　

料 Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ定数（Ｎ／粥２） 密度〆ｋｇ／ｍ３） 音速ノｃｕ／ｐ（ｍ／ｓ）

水

　

晶 Ｃ６６＝２９．２５×１０
９ ２，６４×１０３ ３，３３×１０

３

銀 ｃ４４＝

　

４６．１×１０
９ １０．４９×１０３ ２．０７×１０

３

金 じ４４＝

　

４２．０×１０
９ １９，３２×１０３ １．４７×１０

３

となる． 劾は振動子の最大厚味である． 電極は通常， 板の両面的に蒸着されているので係数２を付
する． 音波は音速の異った材料の間では反射・屈抜を生ずるので単純に（７３）式のように置くこと

は厳密な意味では問題があるが， ここで取扱う近似と比較すると十分その傾向をとらえている．
Ｔａｂｌｅ３に水晶結晶及び，その電極材料として用いられる金，銀の弾性定数，密度，音速を示して
おく． 例えば水晶に金電極を蒸着してある振動子においては”Ｒ＝２．２７であるから（７３）式は

“＝４．５４Ｌｅ＋れｏ

　　　

ｙ２＝

　

．

　

ｅ

　　

ｏ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（７４）

となって， 従って， 等価的な厚味は厚くなり， 厚味たり栃＝重力の場合， 共振周波数は低下する．

７．４ 電極質量効果の検討

ＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子が厚味たり振動を行って

いる場合， 無限平板近似での共振角周波数は

性，（９／ ｃｍ
３
）婚 署 厚

　　　

（乃）

を／／
／』（９／ Ｃｍ

３
）で与えられる． これは振動変位の方向と位相が同

一平面内では一様であると仮定した一次元モデル

の解である． 定在波は電極の両表面間に半波長の

整数倍の関係で乗る， これを周期的に重りついて

いる弦であるとみるならばＦｉｇ．１８に示すように

なる。 この振動に対する境界条件は

ーー
キ

　

テ

ｈ。

　

ｙ』＝２Ｌｅ

　

十

　

ｈ。

ｙ
′＝ｏで

　　　　

βの み ヒＯ

　　　　　　

Ｌｅ＊
ｙ
′＝２飯」＋ ち で

　

βひ／ａダニ。
（７６）

となる． この弦の密度を位置の関数で示せば

　　　　　

牛

乙 ＜ｙ
′＜Ｌ“＋な

　　　

り（ｙ）＝物

　

（７７）

ｗｈｅｒｅ

　　

り・一“２＝７７

となる．ガは両者の密度差を示す。一般に電極金属

　　

Ｆ

　　

ｉｇ．１８

　

Ｆｉｇｕｒｅｏｆａｄｄｉｔｉｏｎａｌｗｅｉｇｈｔｏｎｔｈｅ

の密度は大きいが， Ｌ が 鶴 に対して極めて薄い

　　　　　　　

Ｃｈｏｒｄ，Ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ，

（１５１）
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積
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ために

（７８）

と置くことができる．但し功は電極金属の密度，り２は水晶の密度である．重りのない弦の角周波数

と重りのある場合の弦の角周波数の差分を角周波数の２乗の変動分６ｗ２として一次の摂動を用いて

計算すると

　

三 鵬２（伽ｙ′かもＭジ－ 義三メｏｓ
２（粥ガンかも）み

　　　　　　　

だ 鵬２＠ガン／％）ｄｙ
′

　　　　　　　　

（７９）

α－２リテ －－２りた

とな・る．従って，電極のない場合の共振周波数をの。とすれば，電極を付着した水晶振動の共振周波

数は

（８０）

のように表わされる． 上式の物理的意味は電極（重り） を付けたことによって共振角周波数が低下

したことを示す．これは，質量効果として知られている事柄である．上式はｙ
′方向の一次近似であ

　　　

２り芦 《・ （８１）

であるために， 密度の変動とみることができる． しかし（８０）式はこのままの形で振動に対する

Ｓｈｒｂｄｉｎｇｅｒの式（３８）に代入するわけにいかない，共振角周波数の変動を電極の付着による水晶振動

子の密度の変化分に変換する必要がある．即ち，質量効果による密度の変化分がｏ～ｙ 間に均一に分

布したと考える．元来ｐ。であった水晶の密度が電極の蒸着によってＰになったものとすれば（７５），
（８０） 式を用いて

【ｏ（÷）
，まだ
執肝２晴） （８２）

となる， 故に質量効果としては上式で示される如く等価的密度の変化とみなし（３８）式に用いなけ

ればならない． 但し，りは無次元定数， 比重として扱う．

　

７．５

　

総合的検討

　

前節までにおいて水晶振動子に対する電極の影響を圧電気的反作用による弾性定数の変化， 厚味

の等価的変化， 質量効果による等価的密度の変化の三点から検討した． これらの事柄を表にまとめ

るとＴａｂｌｅ４のような結果になる．これらの値をＳｈｒｏｄｉｎｇｅｒの式（３８）に代入して電極の影響を解

析する． 次に比較のために電極の影響を考慮しない式と考慮した式を
並記しておく．

電極を考慮しない場合

（１５２）
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Ｔａｂｌｅ４

　

蒸着電極の影響

状態

　

＼＼＼＼＼
事項 Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ定数 等 価

　

的 厚 味 等 価 的 密 度

電極のある部分 ｃ６６（１＋０．００８８） ｙも＝２りＲＬ 十角。 ｐ＝ｐ。（１＋２りＬ／ね）

電極のない部分 Ｃ６６ たｏ Ｐｏ

（ｃ，．瀞 十錨警←）＋〔｛－２－偏桜）２｝葡 轡）２（テー１月瑳ｏ （８３）

電極を考慮した場合

（Ｃ，，瀞
′
＋錠瀞ト膨｛・十２％物 中 ㈲｝の２

　　　　　　　　　　　　　　　　

　　－偏｛，＋○，伽８吻 〆…）栴 計 叫ｄ ＊…）｝
２〕

－ ・十ｏ．鰯 吻 ㈲｝続 物努なれ；）｝
２
，

　　　　　　

（８４）

〔｛寿ぎ刊誘お需受託｝２一・〕］ ｏ
但し， 電極のある部分で

　

α（尤．
′
，尤３
′） ＝１

電極のない部分で

　

α（ぬ′，為
′） ＝０

　　　　　

，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（８５）

である．（８４） 式に兎のγ。》２りＲＬ を考慮したマクローリン展開による近似式

　　　

　　（帖蹴如）；（署）
２－（署）２（当←）

（多；密室…ｇ）
２キ（著）２十（４ルゐｏα）

　　　　　　　　　　　　　　

　　

（８６）

と（８０）式を用いて

ｃ，．瀞一錨響←＋［〔｛ｐぬ２－ 署）２｝－ 署）２（テー・）〕
－国 労）

２４喝メカ ４ｐぬげ聡

　　　　　　　

　

　　　　　　

　　

　　　　　　　

－ｏ，㈱臨（署）
２｛（署）２－２｝匡 ㈲ 際

　

（８７）

となる． この式の最終項の中カッコ 〔

　

〕 の中は電極を付着したための補正項であり， このために

ｐｏｔｅｎｔｉａｌは下り， 振動のエネルギーが電極間に集中して来ることが予測される．これは従来実験的

に確認をされていた事実と一致する， 振動子が平板であるならばｙ。（ｘ，う為
′）＝ね。となる， 又， 球

（１５３）
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面近似ができるｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ板の場合は， 曲率半径を尺として

（８８）％（れ 病）＝ノＲ２－（頒２十瞬
２）一尺十れｏ

で与えられることは先に述べた２１）．

原理的には（８７）式を前章で記述した有限要素法を用いて数値的に解いて固有値と固有ベクトル

を求めるのであるが， 補正項の①ｏは無限平板の値で近似して補正項はｐｏｔｅｎｔｉａｌ項の変化のみとみ

なして数値的に取り扱えば前章の計算手続がそのまま利用できる． 無限平枝の角周波数は

の２。－（署）
２
キ （８９）

で表わされ， この値を（８７）式の補正項に代入する．

暮

　

８． 電極を考慮した解析結果
２２）

　

８．１

　

矩形 ＡＴ－ｃｕｔ板の解析

　

（ａ） 計算手続

　

資料として用いた水晶栃達方子は×，
′
，尤３
′の寸法が１８，０，５６８，２０ｍｍ の

矩形板であって， この板は

中沢によって電極蒸着の影響が実験的に詳細に調べられている
１９）従って有限要素法によって計算

した結果と比較検討するのに都合がよい．板上にとった節点と要素の様子
をＦｉｇ．１９に示す．資料振

動子が平行平板であるために平板の条件物＝ね。を（８７）に代入して

←，，響 ＋偏嘉 ）＋〔｛ｐぬ２－ ‐ｒ）

　　　　　

－国 勢）
２争 冬十撚（嬰）２ ｒ）

２

　　

（９０）

　　　　　　　

十ｏ．鰯 臨（署）２｝刺， ひとｏ

を得る．但しｐｏｔｅｎｔｉａｌ補正項の第１及び
２項目で係数を２（半分）にした理由は中沢の実験では振

動子の片面にのみ蒸着電極をつけてあるからである． 実際の計算では
Ｆｉｇ．１９のモデルで電極内の

節点には（５６）式のポテンシャル項の方，方，んの値を

　

た テ）
２
｛著 …十２柵キ）

２
＋ｏ．鰯８｝

　　　　　　　　

（９１）

となり，電極外の部原では′はゼロと置く，その
他の計算手続は前節までの方法と全て同一である．

（１５４）
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ｅｌｅｍｅｎｔ

　

ｓｙｓｔｅｍ

　

ｃｏｖｅｄｎｇ

　

ａ

　

ｒｅｃｔａｎｇ－

　　　

ｕｌａｒｐｌａｔｅ．

０

　　　　　

０。２

　　　　　

０．４
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）

Ｆ～ｇ・２。 Ｒｅ１ａｔｉＯｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅａｒｅａＯ
ｆｅｘＣ１ｔｅ

　　　　　　

ｅｌｅｃｔｒｏｄｅａｎｄｔｈｅｒｅｓｏｎａｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
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Ｎａｋａｚａｗａｅｔａｌ，

を用いた場合，音速比りＲも大きくなるので効果的であ

（ｂ） 実測値と計算値の比較

計算結果を実測値とその比較を行うと共振周波

数についてはＦｉｇ．２０のグラフの黒丸で示す通

で， 両者のよい一致がみられる． 変位の分布につ

いては周波数の測定に対応するものをＦｉｇ，２１に

示す． 図中でα，
ら，ｃ，ｄは

．Ｆｉｇ．２０の Ａ，β，Ｃ Ｄに

対応する． 主振動に寄生している副振動について

は計算によって再現することはできなかったが，
主振動の振動の様子をよく現している．

　

（ｃ） 矩形板に対する考察

　

矩形板に蒸着電極を付着した振動子の解析にお

いても本解析方法は有効であることが確認され

た．比較検討した結果について考察を加える．
Ｆｉｇ．

２０及 びＦｉｇ．２１のＤ又 はばで表 示 さ れ て い る

データについてみると銀蒸着電極が付けられてい

る， この振動子では

　　　

れ。＝○，０５６８Ｃｍ， Ｌｅ＝７．８×１０
－５Ｃｍ

　　　

りＲ＝ ３．３３×１０
３／２，０７×１０

３ニー，５９

　

（９２）

　　　

７

　　　

７

　

＝１０．４９－２．６４＝７，８５

　

ｇ／ｃｍ３

であるから（９１）式の補正項の第１項目の電極の

厚味による補正効果， 第２項目の電極の質量によ

キ ー４３７×欝３

２（ｒ ）
２
＝２，２８×ｒ

　　

（９３）

０，００８８＝８．８×１０
－３

となる． この実験では上式中の第２項の値が小さ

い， これは蒸着電極として用いた銀の密度が小さ

いためであって，質量効果で有効にエネルギー閉

じ込めを行うには金電極が有効である．金の電極

である．
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ＡＴ－ｃｕｔ振動子の新解法

８．２

　

円形ＡＴ－ｃｕｔ板の解析

（ａ）計算手続

　

直径２２ｍｍ， 厚さ０．４ｍｍ の円形 ＡＴ－ｃｕｔ水晶振ゴー幼子に１ＯＸＩＯ－６ｃｍの金電極を上， 下の面に

蒸着した振動子資料を作り， 本方法による解析結果と実測値との比較検討を行う． 要素の取り方は
Ｆｉｇ．１１に示す通り板の１／４をとり，自動分割を行った。電極でカバーされている部分の節点のポテ

ンシャル項ん方，左は

′翻（‐ｆ）２｛孝三十４（妾÷）
２＋ｏ．鰯８｝

のようにおいた．

　

（ｂ） 実測値と計算値の比較

　

共振周波数における両者の比較をＴａｂｌｅ５に示す．又，変位分布の計算値をＦｉｇ．２２に示す．この
資料は，上，下面に電極が蒸着されているので，探針法による変位（電荷）分布の実測はできなかっ
た．従ってＦｉｇ，２２には計算結果のみを示す．計算結果から電極の面積を小さくすると振動変位は中
心部に集中する．しかし，理想的なエネルギー閉じ込めは実現できず，ベベル等（理想的にはｃｏｎｖｅｘ）
の加工による工夫が必要である．Ｆｉｇ．２３にベベル加工をした同形の振動子の基本厚味たり振動の変
位分布を示す． 計算の結果， 極めてよいエネルギー閉じ込めがみられる． 共振周波数についても，
Ｔａｂｌｅ５の最下列に示すように， ベベル加工のない場合よりも， 精度がよい．
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（ｃ） 円形ＡＴ－ｃｕｔ板に対する考察

　

単純な円形板とべベル加工を行った円形板とお比較すると後者の方がよりエネルギー閉じ込めに

対して有効であることが確認できる， 厚味たり振動においても端面の処理は極めて重要である． 共

振周波数についても， ベベル加工のある振動子の方が計算によってより再現し易い即ち， 机上での

解析によって動行がつかみ易い．

　

次に電極の半径を種々変えて行くとインハーモニックモードの挙動がみられた．Ｆｉｇ．２４は横軸に

（電極半径／振動子半径）をとり，縦軸に共振周波数をとったものである．丸印の大きさは同一の電

界に対する共振の強を示したものである．例えば比の値が０．６５の場合，基本振動をもっぱら強調す

ることができ，０．３５の場合には基本振動の他に同程度の共振の強さで（粥，“，Ｐ）＝（１，
１， ３），

（１， ３， １），（１， ２， ５） のインハーモニックモードが結合する可能性をもっている
５９）
． 電極

の面積によってインハーモニックモードが消滅したり， 成長したりする理由はインハーモニックの

種類によって， 表面電荷の関係から励振が可能であったり， 不可能であったりするためである． こ

の関係を合理的に利用すると必要とする共振周波数の近傍のアンウオンテッドモードをおさえ込む

ことができる６）
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となる．但しｙ。は（８８）式に示す通りである．こ
２６のようになる． 後者は前者に比較して１月Ｏ

．＼．＼，＼

（ａ） 計算手続

　　　　

，

　

ｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ板資料として， 直径１４，
ｏｍｍ， 最大厚味ね。＝１．６８ｍｍ， 曲率半径 尺＝９５

ｍｍ に直径９．ｏｍｍ， 膜厚０．２０”粥 の金電極を板

上， 下面に蒸着した振動子を作った． 要素の分割

はＦｉｇ．１１に示した通りで，（８７）式に（８８）式を

代入して計算を行った．

　

（ｂ） 実測値と計算値の比較

　

振動変位分布の計算値はＦｉｇ．２５のＡ Ｂ Ｃ の
ようになる電極の有無の差は同図の線の太さ以下

の相違であった． 又， 応力 ７ｉ
′における実測値と

計算値の比較はＦｉｇ．１６の電極を考慮せずに解い

た場合とほぼ同一になった． 共振周波数について
もＴａｂｌｅ１とほぼ近い値を得た．

　

（ｃ）ｐｌａｎ ｃｏｎｖｅｘ板に対する考察

　

ｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ板の場合， 電極蒸着の影響が顕著

に現われない事が判明した． この理由は（８７）式

のｐｏｔｅｎｔｉａｌに対する補正項を分析してみれば解

決できる． 同式で曲面を有する事に対する補正項

は

　

』蔀（署）
２（テー・）

　

◎

であり， 電極蒸着による補正項は

　

』 努）２〔号←－テ）２

　　　

－ｏ．㈱（テ ー２）〕

　

㈱）

の両者を相対的な値でグラフに表示してみるとＦｉｇ．
のオーダーになる． 従って， ｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ

水晶振動子では曲面加工によって十分なエネルギー閉じ込めがなされているために， 電極の蒸着に
よる諸々の効果はほとんど無視してもよい，言う換えると，この板の解析にはｃｏｎｖｅｘの要因のみを

考慮するだけで十分その特性が解析できる．

（１５９）
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水晶振動子を無限障壁を有するポテンシャル井戸と仮定して， 振動に対するＳｃｈｒｄｄｉｎｇｅｒ方程式

を立てて， 可能な限り解析的取扱を行い， 最後に物理的意味を考慮しながら有限要素法で解いた．
その結果， 共振周波数， 表面変位の分布， 内部応力の分布等が実測値とよい一致を示した．ｐ

ｉａｎｏ‐

ｃｏｎｖｅｘ板で直径が小さく，厚味が大きいような形状の振動子に対しては過去に報告されている近似

解よりも１桁高精度の解析ができた． 又， 本方法によって， これまであまり理論的な検討力功＝えら

れていなかった振動子に対する蒸着電極の影響について解析を加えることができた． 一般に蒸着電

極は平板振動子に対しては共振周波数， 共振モードの双方に顕著な影響を与えるがｃｏｎｖｅ×面を有

する振動子に対しては， 無視し得る効果である． 円形平板振動子においても電極の形状の相違でア

ンウオンテッドモードの寄生振動はおさえ込むことができるが， エネルギー閉じ込の効果はべベル

加工， 曲面加工に比較して小さい事が明らかになった． 振動エネルギーを板の中央部分に閉じ込め

て， 端面の悪い影響を少くするためにはやはり， ベベル加工， 曲面加工と形状の研究が必須になっ

て来る．

　

Ｓｃｈｒｏｄｉｎｇｅｒ方程式と有限要素法の組合せによるＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子に対する新しい解析方法

は振動子の設計の有力な手段となる．

謝

　　　

辞

　

この研究を遂行するに当り北大・工Ｍ．Ｃ．奈良慎一氏（現電々公社） の協力を得ました． 実験に

は北大・工・電気回路の装置を使用させていただきました． 同講座の深井一郎教授をはじめスタッ
フ一同に感謝します． 計算には北大・大型計算センターを利用しました．

（１６０）



ＡＴ－ｃｕｔ振動子の新解法

　　　　　　　　　　

文

　　　

献

１）Ｒ．Ｄ．Ｍ…ＤＬＩＮ：”Ｔｈｉｃｋｅｓｓ‐ｓｈｅａｒａｎｄｆｌｅｘｕｒａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｆｃｒｙｓｔ副Ｐ１ａｔｅｓ，“Ｊ，ＡＰＰＩ．Ｐｈｙｓ．，２３，３，ＰＰ．３１６一３３３

　　

（１９５１）．
２）１．ＣＯＧＡ：”Ｒａｄｉｏ‐ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｆｒｅｃｔａｎー型ｌａｒＡＴ－ｃｕｔｑｕａｒｔｚｃｒｙｓｔａｌｐｌａｔｅ，

’’Ａｐｐｌ，Ｐｈｙｓ，，３４，８，ｐｐ，

　　

２３５７一２３６５（１９６３）．
３）Ｒ，Ｄ，ＭＩＮＤＬＩＮ：”Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ‐ｓｈｅａｒａｎｄｆｌｅｘｕｒａｌｓｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｆｃｉｒｃｕｌａｒｄｉｓｋ，

’’Ｊ，Ａｐｐｌ，２５，１０，ｐｐ，１３２９一１３３２

　　

（１９６５）．
４）Ｈ．ＦＵＫＵＹ０ｅｔａ ｔｔＶｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｃｉｒｃｕｌａｒＡＴ－ｃｕｔｃｒｙｓｔ司ｐｌａｔｅ，

”ＢｕｌｌｅｔｉｎｏｆｔｈｅＴｏｋｙｏｌｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈ－

　　

ｎｏｌｏｇｙ，Ｎｏ．５５，ｐ．８７（１９６３），
５）Ｃ，Ｊ．ＷＩＬＬＳＯＮ：ｔｔＶｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｓｏｆＡＴ－ｃｕｔｃｏｎｖｅｘｑｕａｒｔｚＲｅｓｏｎａｔｒｓ，

“Ｊ．Ｐｈｙｓ．Ｄ．Ａｐｐｌ，Ｐｈｙｓ．，Ｖｏｌ．７，ｐｐ；

　　

２４４９一２４５４（１９７４）．
６）奈良，深井，山形：

いプラノコンベックス型水晶振動子の計算機による解析″，信学技報，ＵＳ７７，４７，ｐｐ，９冊

　　

１６（１９７７）．
７）広瀬，秋山， 都築， 飯島：＝レーザ干渉計によるＡＴ（尺．）板水晶振動子の振動変位の測定″， 信学技報，ＵＳ

　　

７５－４， ｐｐ．５」１２（１９７５）．
テ８）Ｋ，＝Ｊ工ＭＡｅｔａｌ：ｔｔＬａｓｅｒｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｒｉｃｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆａｐｌａｎｏ－ＣｏｎｖｅｘＡＴ一

　　

ｃｕｔｑｕａｒｔｚｃｒｙｓｔ副ｒｅｓｏｎａｔｏｒ’’，Ｐｒｏｃ，ＩＥＥＥ，４６，３，Ｐ．３８６（１９７５）．
９）山形，深井，安田： レーザ光線の変調によるＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子の応力分布測定″，信学会誌、６０－Ａ，１２，

　　

ｐｐ．１１２２一１１２９（１９７７）．
１０）Ｓ，ＹＡ１ＡＧＡＴＡｅｔａｌ；”Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ－ｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇｐｌａｎｏ－ｃｏｎｖｅｘＡＴ一ｃｕｔｑｕａｒｔｚ

　　

ｃｒｙｓｔａｌｒｅｓｏｎａｔｏｒ，Ｅ１ｅｃｔｒｏ．ＬｅｔｔｅｒｓＩＥＥ，１４，１４，ｐｐ，４５０一４５１（１９７８）．
１１）奈良慎一：ぃＰＩ孤ｏ‐ｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子の振動理論″， 昭５２北大・工イー多委論文
１２）Ｅ．シュポルスキー：ぃ原子物理学工″， 玉木英彦他訳， 東京図書（１９７１）．
１３）長谷川節： 変分学の応用″， 森北出版（１９７６）．
１４）戸川隼人：ぃＦＯＲＴＦＵ、Ｎによる有限要素法入門″， サイエンス社（１９７７）．
１５）Ｓ，ＹＡＭＡＧＡＴＡ：ｔ（ＡｎａｌｙｓｉｓｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｉｎＡＴ－ｃｕｔｑｕａｒｔｚｐｌａｔｅｕｓｉｎｇａ五ｇｈｔｍｏｄｕｌａｔｅｄｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ’，ＩＥＥＥ

　　

Ｔｒａｎｓ．ＳｏｎｉｃａｎｄＵ１ａｔｒａｓｏｎ，，２５，４，ｐｐ．１９２一１９８（１９７８）．
１６）Ｈ．ＦＵＫＵＹＯ：“ＶｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｂｉｃｏｎｖｅｘｃｉｒｃｕｌａｓＡＴ－ｃｕｔｐｌａｔｅ”，ＢｕｌｌｅｔｉｎｏｆＴｏｋｙｏｌｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，

　

Ｎｏ．７２，ｐｐ，１－１５（１９６６）．
１７）尾上， 岡田：

ｎ曲率のある厚味すべり振動子の解析″， 信学会起音波研究会資料ＵＳ６７一２２（１９６８－２）．
１８）八鍬，奥田，白井，赤井： 有限要素法による水晶振動子の振動解析″，電気学会エレクトロ・メカニカル機能

　

部品専門委員会Ｎｏ．３１－７０（昭４９． １）．
１９）中沢， 涌井：

ｎＡＴ板水晶振動子の電極効果″， 信学技報，７７，２３，ｐｐ，１３一１８（１９７７）．
２０） Ｗ，Ｇ・ＣＡＤＹ；

てｔｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｉｔｙ“，Ｖｏｌ．１，ＮｅｗＲｅｖｉｓｅｄＥｄｉｔｉｏｎ，ｐｐ．１０４一１１５，Ｄｏｖｅｒｐｕｂ．ＩＮＣ．，ＮｅｗＹｏｒｋ．
２１）山形， 奈良，深井， 安田：

＼・Ｐ１ａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘＡＴ－ｃｕｔ水晶振動子のＳｃｈｒｏｄｉｎｇｅｒ方程式による振動解析″， 信学

　　

会誌、 Ｊ６２－Ａ， ７，ｐｐ，４３６一４４３（１９７９）．
２２）山形， 他：

ーＡＴ－ｃｕｔ振動子に対する蒸着電極の影響″， 信学会誌、 に投稿中．
２３）小川智哉：ｕ結晶物理工学″， 裳華房ｐｐ．１７４一１７６（１９７６）．
２４）１，ＫＯＧＡ，Ｍ．ＡＲＵＧＡａｎｄＹ，ＶＯＳＨＩＮＡＫＡ：”Ｔｈｅｏｒｙｏｆｐｌａｎｅｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｓｉｎａｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｃｒｙｓｔａｕｉｎｅ

　　

ｍｅｄｉｕｍａｎｄｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎｏｆｅｌａｓｔｉｃａｎｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｃｏｎｓｔａｎｔｏｆｑｕａｒｔｚ’’，Ｐｈｙｓ．Ｒｅｖ，，１０９，５ｐｐ，１４６７一１４７３

　

（１９５８）．
２５）Ｔ，ＯＧＡＷＡ：”Ｅｃｃｅｃｔｏｆｄｅｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｆｉｅｌｄｏｎｅｌｅｃｔｒｏ ｍｅｃｈａｎｉ備ｌｐｒａｐｅｒｔｉｅｓｏｆｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｓｅｍーｃｏひ

　

ｄｕｃｔｏｒｓ（ｔｈｅｏｒｙｒ，ＪａｐａｎＪ，Ａｐｐｌ，Ｐｈｙｓ，，８，２，ｐｐ，２２７一２３５（１９６８），
２６）山形積治： 光弾性効果による光線の変調とその応用研究第４報〃， 北教大紀要２－１，２９， ２，ｐｐ．・９－３３

　　

（１９７９）．
２７）Ｓ．ＹＡＭＡＧＡＴＡｅｔａｌ：”Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆｔｈｉｃｋｎｅｓｓ‐ｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇｐｌａｎｏ‐ｃｏｎｖｅｘ

　

ＡＴ－ｃｕｔｑｕａｒｔｚｃｒｙｓｔａｌｒｅｓｏｎａｔｏｒ”，ＩＥＥＪ．ｏｆＭｉｃｒｏｗａｖｅ，ｏｐｔｉｃｓａｎｄＡｃｏｕｓｔｉｃｓ，３，６，ｐｐ．２５６－２７１（１９７９）．

（１６１）




