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曲率テンソルが調和な超曲面について
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１． 超曲面

　　

Ｍｎ十１
， ｎ≧４， を断面曲率αの （ｎ＋１） 次元定曲率空間， Ｍｎをそのｎ次元超曲面， ｇめ，

Ｈａｂ，
Ｒａｋｄ， ▽ を Ｍｎの第１基本テンソル， 第２基本テンソル， 曲率テンソル， 共変微分とする， こ

こで， ａ，ｂ，……＝１， ２， ……，ｎとする， ガウスおよびコダッチの積分可能条件より
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，

Ｋ ； Ｋａｄｇ
ａｄとすると （１． ４） より
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▽ｄＫぬｂ ＝▽ Ｋｂ －▽ｂＫ。

（１． ６）

　　

２▽ｂＫｂ－▽ Ｋ＝ｏ

となる．

Ｍｎの共形曲率テンソルをＣぬｄとすると （１， １），（１， ２），（１． ５），（１， ６） より

（７）
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翼 可
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となる．

補題

　

Ｍｎが共形的に平坦である必要十分条件は

（ｋａ－ｋｂ）（ｋｃ－ｋｄ）＝０

である． ここでｋ は主曲率， ａ，ｂ，ｃ，ｄは全て異なる，

証明

　

［１］ より

　　　　　

Ｉ
Ｃａｂｃｄｃａｂｃｄ；

２（ｎ一．）（ｎー２）
ｘ（ｋａ‐ｋｂ）

２（』 榊ｋｄ）
２

ここで和は全て異なるａ，ｂ，ｃ，ｄについてとる． 上式より結論を得る．

２． 主定理

この節では常に

（２， １）

　　

▽ｄＫｄａｂｃ＝ｏ

を仮定する，（１， ５），（１． ６），（２， １）より
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▽ Ｋｂ。－▽ｂＫ。＝０， ▽ａＫｂ
ａ＝０， ▽ Ｋ ＝０

となる．（１． ４）とリッチの恒等式より
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ａｂｃｄ

となる， したがって （２． １） より
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を得る． 同様に
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▽ｅ▽ ＫｂＫａｂ＝（Ｒａ
ｃＫぬ－ Ｒｃａｂ

ｄＫｃｄ）Ｋａｂ

を得る，｛ｅ｝を主曲率ｋ に対する接空間の正規直交基底とする， このとき， ａキｂならば，

（２， ５）
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となり， その他のＲぬ。ｄ，Ｋぬ‘ｄは全て０である． 同様に
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となり， その他のＲか Ｋｂは全て０である．（２． ３），（２， ５），（２， ６），（２． ７） より
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（２． ２），（２． ９），（２．１０） より
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十 夏に 可 ≧．
（ｋａｋｂ十１ ｋｄ十２α）（ｋａ－ｋｂＦ（＆ －ｋｄＦ

を得る，

定理

　

Ｍｎ十１
， ｎ≧４， を断面曲率αの定曲率空間， Ｍｎをそのコンパクト， 可符号な超曲面と

する， このとき

（ｉ）

　

▽ａＫめｄ＝ ０

（＝） ｋａｋｂ十ｋ。ｋｄ十２α＞０

ならば，

Ｍｎは共形的に平坦である，

　

証明

　

（２．１１） とグリーンの定理より

”瑳 Ｃぬ。ｄ▽ｅｃａｂｃｄ

富士〆 α“』＋嫡十 回 鉛 ◎２』 り２｝ｄｖ＝０

となる， 上式と（”）より

（ｋ －ｋｂ）（馬 －ｋｄ）；０

となり前節の補題によってＭｎは共形的に平坦である，
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