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概　要

平面曲線および複素曲面の芽の通常爆発射とトーリック爆発射を用いた良い特異点解消とそ
の例について，岡睦雄著 “Non-Degenerate Complete Intersection Singularity” （Hermann, 
Paris, 1997）および同氏著「複素および混合超曲面特異点入門」（丸善出版，2018）の定式化
に基づき，詳細を補った解説を試みる。
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1　ここで，{ui＝0}が Ei を定義するとき，整数 si を引き上げ関数π＊f の Ei 上の重複度と呼ぶ。改めて，各 Ei (i＝1, . . . , r) 
に対し，点 p∈Ei を取って，引き上げ関数π＊f の Ei 上の重複度を mi (>0, ∈　) と定めるとき，因子 (π＊f ) は，(π＊f )
＝V

～
+(Σri=1 mi Ei) と表される。

2　この小論では，[4]，p.69，4. 0. 2の正則関数の特異点解消の定義において，「V の特異点集合Σ(V) を含む V の真部分解
析的集合W」がΣ(V)(={0}) に一致する場合を考える。

3　V
～
=π ― 1 (V \{0})となる。

4　さらに，C~ の各既約成分 Ci を白丸の頂点で表し，Ci∩Ej≠０のとき，対応する2頂点を辺で結んだグラフ　を拡張双対グ
ラフという。

(iii) π∗f = 0で定まる因子 (divisor)(π∗f)は通常横断点 (ordinary normal crossing points)のみを持つ。すなわち，

各点 p ∈ Ṽ ∪

(
r∪

i=1

Ei

)
に対し，そのまわりの X の局所解析座標 (u1, . . . , un)がとれて，π∗f(u1, . . . , un) =

us1
1 · · ·usk

k と書ける。ここで，1 ≤ k ≤ nであり，s1, . . . , sk は正の整数である 1

(iv) 制限 π|Ṽ : Ṽ → V は定義 1.1の意味の V の特異点解消であって，特に，

π|Ṽ : Ṽ \

(
r∪

i=1

Ei

)
→ V \ {0}

は2 双正則写像である。（このような Ṽ を，V の strict transform 3と呼ぶ。）

2 平面曲線の芽の良い特異点解消とその重さ付き双対グラフ

2.1 平面曲線の芽

f を C2の原点の近傍で定義された正則関数とし，(C,0)を f = 0で定義される平面曲線の原点での芽とする。た

だし，f は 0での正則関数芽の環 O0 の中で被約 (reduced)であって，既約とは限らないとする。

π : X → C2を正則関数 f の良い特異点解消（定義 1.2）とするとき，これを，平面曲線の芽 (C,0)の良い特異点

解消とも呼ぶ。このとき，C の strict transform C̃ は C̃ = π−1(C \ {0}) を満たすのであった。C̃ = C1 + · · ·+ Cr

を既約分解とする。また，π−1(0) =
∪
i

Ei を既約分解とするとき，各既約成分 Ei を，正則関数 f の良い特異点解

消 (あるいは，平面曲線の芽 (C,0)の良い特異点解消) π : X → C2 の例外曲線 (exceptional curve)と呼ぶ。

このとき，正則関数 f の良い特異点解消（あるいは，平面曲線の芽 (C,0)の良い特異点解消）の重さ付き双対グ

ラフ4 Γを次のように定める：

• 頂点（黒丸）は
∪
i

Ei の既約成分（例外曲線）に 1対 1に対応。

• Ei ∩ Ej ̸= ∅のとき，対応する 2頂点を辺で結ぶ。

• 各頂点にその自己交点数 E2
i の情報（重さ）を付加する。

例 2.1 ([4], 第 4章, p.73, 例 4.3). 平面曲線 f(z1, z2) := (z21 + z32)(z
4
1 + z32) = 0の芽に対して，6回の通常爆発射を

施すことにより，良い特異点解消が可能である。これは，後で述べるように，ある 1回のトーリック爆発射（§4，定
義 4.10）と対応している。これらについては，次節以降で解説する。

2.2 2次元の通常爆発射

通常爆発射（[4],p.70～71，[5], 2.2節の解説，あるいは，[3], p.81, Example(1.5)を参照）を，n = 2の場合に書

き下してみる。

商写像 ξ : C2 \ {0} → P1, ξ(z) := [z]のグラフ Γ := {(z, ξ(z)) ∈ (C2 \ {0})× P1} の C2 × P1における閉包をX

とおく。そして，C2 × P1 から C2 への射影（第 1成分への射影）pのX への制限を

π : X → C2

1ここで，{ui = 0}が Ei を定義するとき，整数 si を引き上げ関数 π∗f の Ei 上の重複度と呼ぶ。改めて，各 Ei (i = 1, . . . , r)に対し，点
p ∈ Ei を取って，引き上げ関数 π∗f の Ei 上の重複度を mi (> 0, ∈ Z) と定めるとき，因子 (π∗f) は，(π∗f) = Ṽ +

(∑r
i=1 miEi

)
と表さ

れる。
2この小論では，[4], p.69, 4.0.2 の正則関数の特異点解消の定義において，「V の特異点集合 Σ(V ) を含む V の真部分解析的集合 W」が

Σ(V )(= {0}) に一致する場合を考える。
3Ṽ = π−1(V \ {0}) となる。
4さらに，C̃ の各既約成分 Ci を白丸の頂点で表し，Ci ∩Ej ̸= ∅ のとき，対応する 2 頂点を辺で結んだグラフ Γ̃ を拡張双対グラフという。
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